
уравнением 
n 

~ С] == PoIRTo. 
;=1 

(4.33) 

Пересечение гиперплоскости (4.32) с конусом концентраций есть 
дентральная проекция D(b) на эту плоскость, центр - в точке CI= о. 

ГЛАВА 5 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ ДЕРЕВО 

5.1. РА3РЕ3АIШJЕ МНОГОГРАННИКА ВЫПУКЛЫМ МНОЖЕСТВОМ 

Этот раздел включает вспомогательные результаты. Основная 
·его цель - свести описание связных компонент D\U к описанию 
связных компонент D1 \и. Приняты следующие обозначения: 
D - выпуклый многогранник в R"" с непустой внутренностью (всегда 

является замкнутым), т> 1; 
Do - множество, составленное из вершин п; 
D 1 - MHoa~eCTBO, составленное из всех точек ребер D, включая 

вершины; 

D1 - множество всех точек l-мерНblХ граней п, по с п1 с: •.. с Dm = D; 
[х, у] - замкнутый отрезок прямой, соединяющий точки х и у; 
lx, у] ={лх+(1-л)уIЛ Е [О, 1]}; 
(х, у) = {ЛХ + (1- л)уlл Е (О, 1)} - открытый отрезок; 
[Х, у)={лх+(1-л)уIЛ Е [О, 1)}; 
(Х, у] = {ЛХ + (1- л)уlл Е (о, 1]}; 
и - выпуклое мнол-\ество (не обязательно замкнутое). 

Л е м м а 5.1. ПУС1Ь N Е D\U. Тогда существует та1i,ая вершипа 
v Е по , что [V, N] с::. D\U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда для каж­
дои вершины V Е Do существует такое Л." > О, что N + Лv(V - N) Е и. 
MHoiRecTBo D - выпуклый многогранник" поэтому существует такой 

набор чисел Х." ~ О (V Е Do), что ~)(vV = N, ~ X v = 1. Легко прове-
v v 

рить, что 

~ бv (N + лv (v - N)) = N, (5.1) 
v 

где бll = xv/ (1.11 ~ (ХIl'/ЛIl')) ~ О, ~ 611 = 1. Согласно (5.1) N при­
надлежит выпуклой оболочке множества точек N + лv(v - N) (р Е 
Е Do). Каждая из этих точек принадлежит и (по предположению). 
Так как U выпукло, отсюда следует, что N Е и, ПО ПО условию лем-
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МЫ это не так: N f/= и. Следовательно, хотя бы для одного v Е Do 

отрезок [и, NJ не пересекается с и. Лемма доказана. 
Таким образом, если точка выпуклого многогранника D не при­

надлежит некоторому выпуклому множеству и, то ее можно соеди­
нить с какой-нибудь вершиной D отрезком, не пересекающимся с и. 
Покажем теперь, что еели две вершины D можно соединить леа,а­
щей в D непрерывной кривой так, чтобы эта кривая не пересекал ась 
с и, то их можно соединить и ломаной, составленной из ребер D таI{, 
чтобы эта ломаная не пересекалась с и. 

л е м м а 5.2. Пусть и, и' f/= по, и, и' Ф и, ер: [О, 1] -+ D - nеnре­
РЬLвnая функция (ПУТЬ), ер(О) = v, <р(1) = v' и для любого е Е [О, 1] 
точ~а ер(е) f/= и. Тогда существуе1 та~ая nоследовательnость eepZllUn 
ио, ... , VI, что ~аждыle две последовательные вершunь~ Vi U Vi+1 свя­
ваны ребром D, Vl = и', ио '= и, U для любого i = 1, ... , l nересечеnuе 
ребра [Vi, Vi+1] С U пусто. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем последовательно преобразовывать 
путь ер, получая па k-M шаге путь epk, соединяющий V с и' и леа~а­
щий на D m - k (k,= 1, ... , т - 1). Сначала построим путь ер1 : [О, 1] -+ 

-+ aD (=Dm - 1 ). Рассмотрим два возможных случая: 
1) в U содержится :какая-нибудь внутренняя точка многогранни­

ка D : N° Е U n intD; 
2) U не содержит никакой внутренней точки п. 
В первом случае положим: ер1 - центральная проекция ер на aD 

из центра N°. Эта центральная проекция л отобраJнает D\{N°} на aD 
и строится так. Пусть N Е D, N =f=:. NO. Существует и единственно 
такое л > О, что N° + л(N - N°) принадлеfКИТ aD. Полагаем л(N) = 
= N° + л(N - N°). Отображение л непрерывно на D\{NO}. Выбпраем· 
ер1 ( '[) = 1t (ер ( 1'» ( 't Е [О, 1]). Если путь ер не пересекается с U (ни 
для какого '{ Е [О, 1] значение ер( '[) не принадлежит и), то и путь <р! 
не пересекается с и. Действительно, предположим противное: 
ep1(L) Е и. Тогда [N°, ер.('{)] с: u ввиду выпуклости и. По построе­
нию (р( '{) Е [N°, ер! ('t)] И, следовательпо, <р( '{) Е и. Но по условию 
ер('{) Ф и. Получено противоречие, поэтому заключаем, что <Pt('{) Ф. u. 
Во втором случае ввиду выпуклости: D и U существует линейный 
функционал L, отделяющий intD от И: дЛЯ некоторого числа q зна­
чение L(N) < q при N Е intD и L(N) ~ q при N Е и, поэтому D n и 
лежит в гиперплоскости L(N) = q. Эта гиперплоскость не содержит 
точек int D, следовательно, ее пересгчение с D либо пусто (тогда 
и D n u = f2'5), либо совпадает с одной из собствеНIIЫХ граней п. 
Таким образом, если U n intD = О, то U n D либо пусто, либо лР.жит 
на одной из граней D. В этом случае существует ломаная из ребер, 
соединяющая v и v' и не пересекающаяся с и, TaR как граф, полу­
ч:аемый удалением из графа многогранника D всех ребер, принадле­
жащих одной собственной грани, связен. Последнее утверждение 
.хорошо известно и легко может быть доказано индукцией по размер­
IIОСТИ п. Рекомендуем читателю проделать это в качестве упраж­
нения. 

Итак, если существует соединяющий V 11 v' путь В D, не пере се­
кающийся с и, то такой путь существует и в aD = Dm - 1• Предполо-
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ЖИМ теперь, что существует путь в Dm - k , соединяющий v с v' и не· 
пересекающийсл с и: 

'Pk : [О, 1] -+ Dm - k, CPk(O) = v, CPk( 1) = v', 'Pk( 1') f/= и (1' Е [О, 1]). 

IIостроим такой a~e путь <Pk+l в D m - k- 1, если n~ - k > 1. ВОСl[ользуе~f­
ся индукцией по числу (т - k)-мерных граней п, относительная 
внутренность которых пересекается с 'Pk([O, 1J). Если путь 'Pk не пе­
ресекается с относительной внутренностью ни одной (т - k)-мерной 
грани, то 'Pk( 1') Е Dт-k- 1 при Jfюбо:м т Е [О, 1], и можно положить 
'Pk+1 = 'Pk· Предположим, что если CPk([O, 1]) пересекается с относи­
тельной внутреНRОСТЬЮ q (т - k)-мерных граней, то существует путь 
CPk+1 : [О, 1] -+ Dm - k - 1, для которого CPk+l(O) = v, 'Pk+l(1) =: v', CPk+tCL) f!= 
Ф. И ('[ Е [О, 1]). Допустим теперь, что 'Pk( [О, 1J) пересекается с от­
носительной внутренностью (q + 1)-й (т - k)-мерной грани. Пусть 
s - одна из них. Рассмотрим два случая: 

1) в относительной внутренности s существует точка N° из и; 
2) пересечение относительной внутренности s с и пусто. 

в первом случае каждой точке 'Pk(1') , принадлежащей ri s, сопоста­
ВIIМ ее цеlIтральпую проекцию на ras из центра N°. Строится эта 
центральная проекция, как и выше, следующим образом. Пусть 
N Е s. Существует и единственно такое л(N) > О, что N° + л(N - N°) Е 
Е ras. Полаrаем n(N) = N° + л(N - N°). Отобрал{ен:ие n м:ожно не­
прерывно продолжить на все Dm - k \ {NO}: 

{
NO + л (N) (N - N°), если N Е:: s; 

л(N) = N, если Nф.s. (5.2) 

~ , 
Вви:ду выпуклости и, если N f/= и, то JI 'Л/N) фи. Полагаем CPIt (1:') = 

=Л(СРk(1'») ('[Е [О, 1], л определено согласно (5.2»). Путь cp~ со­
единяет v и v', не пересекается с и, и число тех граней D размер­
IIОСТIl т - k, с относительной внутренностью которых он пересека­
ется, на единицу меньше, чем у CPk. По предположению индукции 
отсюда следует, что существует путь CPk+t : [О, 1] -+ Dm - k - t , для кото­
рого Q)k+1(0) = v, CPk+l(1) '= v', Q)k+l('t) f/= и (" Е [О, 1]). Во втором 
случае (и n ri s 1= 0) найдем точки первого входа в s и последнего 
выхода из s пут:и \Pk: '[1 ,= min {1' / CP1t (1') Е s}, 1:'2 =тах {'[ /'<РА( '[) Е s}. 
Обозначим N1 = CPk('tl), N2

1= CPk('[2). Заменим 'Pk на отрезке [Т1' '[2] 

линейной функцией 

, {Nl + (1' - 1'1) (N2 - Nl)/('t2 - Тl)' если 1'1 ~ '[ ~ '[2; 

<Pk (.) = <Pk (.) - В ПРОТИВНОМ случае. (5.3) 

Путь cp~ соединяет v и v', не пересекается с и, а число граней 
размерности т - k, с относительной внутренностью которых он пере­
секается, не больше, чем для <Pk. Если т - k > 1, то существует 

точка N° Е ri s, которая не лежит на кривой cp~ -cp~ (1') =1= N° (1' Е , -
Е [О, 1]). Rаждой точке CPh.(1') (5.3), принадлежащей ris, сопоста-
вим ее центральную проекцию на r as из центра N° (см. (5.2)). По-

"( ) (' ( ») " , лучим путь 'Pk l' = Jt CPk" • Этот путь CPk соединяет v и v , не 
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пересекается с и, и число тех граней D размерности т - k, с отно­
-сительной внутренностью которых он пересекается, на единицу 
меньше, чем у <Рл. По предположению индукции отсюда следует, что 
существует путь СРЛ+1: [О, 1] -+ пт-л- 1 , для которого <рА+1 (О) = v, 
<рЛ+1 (1) = v', СРА+! (-t) Ф. U ( 't' Е [О, 1]). 

Итак, если т - k> 1 и если существует путь CPk : [О, 1] -+ Dm - A, 

соединяющий v с и', но не пересекающийся с и, то существует та­
кой же путь и в D m - k - 1 - отображение СРА+1: [О, 1] -+ Dm - k - 1• Отсюда 
получаем: существует путь 11' : [О, 1] -+ D1 , соединяющий v и v' и не 
пересекающийся с и. Из такого пути легко выбрать ломаную е тре­
буемыми свойствами, выбрасывая все петли, т. е. такие отрезки 
I '[о, '{l], что '1'( '{о) = '1'( '{1). Выбрасывание означает замену 'Ф на 

, 't' _ {1jJ( тО - (т, - То))), если т( 1 - ('1 - то)) ~ то; (5.4) 
'1jJ ( ) - '1jJ (1 - (1 - Т) (1 - ('t'1 - '"['о))) - в противном случае. 

Формула (5.4) для 'Ф'('t) означает, что отрезок ['to, '{1) выброшен, 
а оставшиеся отрезк:и [О, '"['о] и ['t'1' 1] растянуты (коэффициент рас­
тяжеНIIЯ 1/( 1 - ('t'1 - '{о») и склеены. Лемма доказана. 

l\о:м:понента линейной связности множества D\U, содеРiI\ащая 
точку N°,- это совокупность всех точек N, дЛЯ которых найдется 
непрерывный путь в D\U, соединяющий N° с N. Любые две точки, 
лежащие в одной компоненте линейной связности D\U, могут быть 
соединены непрерывными путями, лежащими в D\U. Леммы 5.1, 
5.2 позволяют найти число компонент линейной связности п\и, 
если известно их число для D 1 \ и, Tal\ как в каждой компоненте 
линейной связности D\U лежит хотя бы одна вершина D. По лемме 
5.2, если две вершины D лежат в одной ROMnO~IITe линеЙliОЙ связ­
ности D\U, то они лежат в одной компоненте линейной связности 
D 1 \и. С другой стороны, если две вершины D принадлежат одной 
компоненте линейной связности D1 \и, то они тем более лежат в од­
пой номпоненте линейной связности D\U - непрерывный путь в 
D 1 \и является непрерывным путем в D\U. Таким образом, справед­
ливо следующее предложение. 

Пр е Д л о '"н е н и е 5.1. Пусть W t , ••• , W q - хо.мnоnеnть", лunей­
пой связnости D\U. Тогда W i n D O =1= 0 для любого i = 1, ... , q и 
W i n D 1 - -по.мnоnенть", лиnейnой свЯ8nОСТU D i \и. 

Пересечение D 1 n U устроено весы\fa просто. Ввиду выпуклости 
и оно состоит из конечного числа отрезков (не обязательно замкну­
тых). Если d - ребро D и d n и =1= 0, то на d существуют такие точ­
RИ Х, у, что d n и есть один из отрезков [х, у], (Х, у), [х, у) или 
(Х, у]. Можно еще более УПРОСТIIТЪ изучение ком:понент линейной 
связности D 1 \U, если перейти от D t R графу J) (мы будем различать 
п1 - подмножество Rm и граф lJ). Обозначим иО - совокупность 
вершин D, лежащих в и, и1 - совокупность ребер D, пересекающих­
ся с и. Рассмотрим граф, полученный из [j выбрасыванием всех 
вершин, входящих в ио , и всех ребер, входящих в и1 • Обозначим 
его lJ\U. Из леммы 5.2 получаем следующее преДЛОiкение. 

Пр е Д л о ж е н и е 5.2. Пусть W 1, ••• , W q - -по.лtnонеnть"t линей­
ной свЯ8nости D\U. Тогда Wi n Do для ~аждого i)= 1, ... , q СОС10ЯТ 
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ив вершин D, nрunадлежащих одной свявnой ~O:МnOHeHTe графа Jj\U .. 
Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие 

между связными компонентами графа Jj\И и компонентами линей­
ной связности D\U .. Чтобы найти связные компоненты графа fj\U, 
достаточно выяснить, какие вершины D лежат в И и какие ребра D' 
пересекаются с И, удалить соответствующие вершины и ребра из f) 
и найти связные компоненты полученного графа .. 

Пусть множество И задано системой неравенств и уравнений. 
Опишем компоненты линейной связности D\U неравенствами и 
уравнениями. Для этого построим сначала выпуклый многогранник 
Q с и, разделяющий D на такое же количество компонент линейной 
связности, что и И: каждой компоненте D\U должна соответствовать 
содержащая ее номпонента D\Q. Многогранник Q построим как вы­
пуклую оболочку конечного множества точек. Для этого выберем 
на каждом пересекающемся с И ребре d с D точку ed, ПРlIнадлежа­
щую И. Обозначим множество таких точек Qd. Положим 

Q = со (ио u Qd). (5.5) 

Если одна из вершин, лежащих на ребре d, принадлежит и, то 
положим: ed есть та вершина. В этом случае ed Е Ио• Поскольку В 
(5.5) фигурирует объединение ио с Qd, эту точку ed можно не ВКЛIО­
чать в Qd. Окончательно определим Qd так: рассмотрим с,овокупность 
ребер d с D, пересечение которых с И непусто, но не' содержит 
вершин D; выберем на каждом таком ребре точку ed Е и, ed Е ri d; 
совокупность таких точек обозначим Qd. 

Л е м м а 5.3. MnoгoгpanHи~ Q имеет своими вершиnlLМи все точ­
к,и ИО U Qd. Число ~o.мnonenT лunейной свявnости D\Q совnадае7 
с их количеством в D\U. Если W 1, ••• , W q - по.мnоnеnтъ." лunейн,ой 
свявnости D\И, а V1, ••• , Vq - ~o,м,nonenTЪ'" лunейной свЯ8nОСТU D\Q, 
то .между н,u.мu .можnо устаnовuтъ вваuмnо одnозnачnое соответствие 
Ta~UJ,t обравом, чтобъ"t W i с: Vi для всех i = 1, ... , q. При ЭТОJ1t 
Wi = Vi\U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Точка е Е UО U Qd не является вершиной 
Q тогда и только тогда, когда найдутся такие еl, ... , ер Е ио U Qd И 
л't, ... , Ар > О, что е =1= ei (i = 1, ... , р) и 

(5.6) 

Поскольку все точки из ио являются вершинами D, а ио U Qd с: D, 
все точки из Ио являются и вершинами Q: при е Е ИО (5.6) возможно 
только в том случае, когда е = ei для какого-нибудь i'= 1, ... , р. Для 
точки е * ei (i = 1, ... , р), лежащей в относительной внутренности: 
ребра d с: D, (5.6) возможно только тогда, ногда среди ei (i = 1, .... 
. .. , р) есть хотя бы две точки, принадлежащие тому же ребру d. 
Однако по построению в ИО U Qd не может быть трех различных 
точек, принадлежащих одному ребру d. Итак, UО U Qd - множество 
вершин Q. Утверждения леммы о l{омпонентах линейной связности 
D\Q и п\и следуют непосредственно из определения Q, предло­
жения 5.2 и того, что Q с: U ввиду выпуклости и. 
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Опишем компоненты линейной связности D\Q. После этого 
MO~HHO будет воспользоваться соотношением W i '= Vi\U из леммы 
.5.3 для описания :компонент линейной связности D\U. 

Л е м м а 5.4. Пусть V 1, ••• , Vq - 1'i,O~tnOHeHTbl, .линейной связ­
ности D\Q. Тогда для любого i = 1, ... , q .множество Q U Vi вь~nу~.ло. 

Д о R а з а т е л ь с т в о. Пусть N1
, N'l. Е Q U Vi • Докажем, что отре­

зок прямой, соединяющий N 1 с N\ лежит в Q U Vi : [Nt, N2
] с: Q U Vi • 

Возможны четыре случая: 
а) N\ N2 Е Q, тогда и соединяющий их отрезок лежит в Q; 
б) N1 Е Q, N? Ф. Q, ввиду выпуклости и замкнутости Q отрезок 

[N 1
, N 2

] разбивается на два: [N 1
, NЗ] с: Q и (NЗ , N 2

], (NЗ , N 2
] n Q = 0. 

Если бы в (N3
, N?] существовала точка из V j (j = i), то это означало 

бы существование отрезка, соединяющего N 2 Е Vi С какой-то точкой 
из V j (j =1= i) и не пересекающегося с Q. НО по определению Vj это 
невозмоа~IIО, следовательно, [N\ N2] с: Q U V i ; 

в) N 1
, N 2 Ф. Q, и отрезок [N 1

, N 2
] не пересекается с Q. Тогда 

[N1
, N 2

] не пересекается и с Vj при j =F i - иначе существовали бы 
отрезки, соединяющие N 1

, N 2 Е Vi С какими-нибудь точками из дру­
rих компонент Vj (j =1= i) и не пересекающи:е Q; 

г) N 1
, N 2 9Е Q, и отрезок [N1, N 2

] пересекается с Q. Ввиду выпук-
лости и замкнутости Q отрезок [N1

, N 2
] разбивается па три отрезка 

[N\ NЗ ), [NЗ , N 4
], (N\ N 2

]: [Nt, N 3
) nQ=0, [N3

, N4] c:Q, (N"', N 2
] n 

n Q = 0. Как и выше, [N\ N3
) с: Vi , (N\ N2

] с: V i , а [NЗ , N4
] с: Q, 

поэтому [N 1
, N 2

] с: Q U Vi • 

Лемм:а 5.4 допускает следующее обобщение. 
Пр е Д л о ж е н и е 5.3. Пусть и - nроuаво.льное вЬ"'nУ~.ltое .мно­

жество, W t , ••• , Wq - ~о,л,tnО!1Jенть~ .линейной связности D\U, 1-
nроизво.льное подмножество {1, ... , q}. Тогда .множество Т] n ( U W i ) 

iEI 
вЬLnу-п.ло. 

Д о к а з а т е л ь с т в о, по сути, совпадает с доказательством лем­
мы 5.4. 

Используем лемму 5.4 для описания Q U Vi как выпуклой обо­
лочки конечного множества. 

Л е м м а 5.5. Множество Q U Vi есть вь~nу-п.ль~Й ,л,l1tогограН1tи~: 

QUVi=со(UоUQdU(ViПDо». (5.7) 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Обозначим многоrранник, стоящий в пра­
вой части (5.7), через Ri • Очевидно включение Ri с: Q U V i , поскольку 
R i есть ВЫПУБлая оболочка элементов Q U Vi , а по лемме 5.4 Q U V i 

выпукло. Для доказательства обратного включения рассмотрим ком-
поненты линейной связности множества D\Ri • Ввиду включений 
R i с: Q U Vi , Q С R i таковыми компонентами являются, в частности, 
Vj (j ~ i). Если бы Vi\R i было IIenYCTO, ТО опо содержало бы какие­
нибудь вершины D - по лемме 5.1 каждая Rомпонента линейной 
связности D\R i содержит хотя бы одну вершину D. Однако пс опре­
делению (5.7) все лежащие в V i вершины D принадлежат R. Следо­
вательно, Vi\Ri = $о. Лемма доказана. 

И так, Q U V i есть выпуклая оболочка конечного множества точек, 
в которое входят все вершины Q, а также лежащие в Vi вершины D. 
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Лемма 5.5 допускает обобщение следующего вида. 
П р е Д л о a~ е II и е 5.4. Пусть 1 - nроuа80.льnое nод.мnожеСТ80 

{1, ... , q}. Тогда 

Q U C~l V i ) = СО (ио U Qd U (Do n C~l V i ))). (5.8) 

Правая часть (5.8) - выпуклый многогранник, являющийся вы­
пуклой оболочкой конечного множества, в которое входят вее вер­
ШIIНЫ Q, а также все ле}нащие в V i при i Е 1 вершины п. 

По лемме 5.3 каждая l{омпонеIIта линейной связности W i С D\U 
Иl\lеет вид Vi\U, где V i - компонента D\Q. Поскольку Q с: и, можно 
записать 

(5.9) 

Если И задано уравнениями и неравенствами, то формулы (5.7) и 
(5.9) дают ВОЗМОiННОСТЪ задать W i с помощью уравнений и нера­
венств. Действительно, выпуклая оболочка конечного МНОil~ества 
(5.7) задается системой линейных неравенств, хотя поиск этой систе­
мы по данному множеству может быть весьма громоздкой процеду­
JЭой. Разность множеств (5.9), заданных уравнениями и неравенства­
~III, также может быть легко задана уравнениями инеравенствами. 

Итак, чтобы ОlIисать компоненты линейной связности D\U, надо: 
1. Найти все вершины D, входящие в И - множество ИО • 
2. Найти все ребра п, пересекающиеся с И - множество и1 • 
3. Удалить из графа JJ многогранника D все вершины, входя­

щие в ио , и все ребра, входящие в И1,- построить граф Л\U. 
4. Найти все связные компоненты графа n\u. Обозначим мно­

жества вершин, входящих в эти связные компоненты, V01 , ••• , VO'l 

(будем одинаково обозначать множества вершин графа и множества 
соответствующих вершин мноrогранника, 3'1'0 не приведет к пу­

танице). 
5. Сопоставим ребрам d с: D, входящим в и1 , но не содержащим 

вершин из Ио , точки ed Е d n и. MHoiKecTBo точек ed - по одной для 
ка,I\ДОГО ребра d - обозначим Qd. 

6. Для I~аlliДОГО i = 1, ... , q построить (описать неравенствами) 
многогранник 

(5.10) 

7. Компонент линейной связности у D\U ровно q, каждая из 
IIИХ MOiReT быть задана, как 

5.2. ПРОСТР АНСТ,ВО СВЯЗНЫХ 
КОМПОНЕНТ ПОВЕРХНОСТЕй УРОВНЯ 

ТЕРМОДИНiAМИЧЕСКИХ ФУНКЦИй ЛЯПУНОВА­

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ ДЕРЕВО 

(5.11 ) 

Рассмотрим закрытую гомогенную химическую систему при 
фиксированных условиях. В понятие «фиксированные условия» МЫ 
будем включать: для изобарических изотермических условий - за-



данные давление Р и температуру Т, дЛЯ изохорических изотерми­
ческих - заданные объем V :и температуру Т, дЛЯ теплоизолиро­
ванных изохорических процессов - заданные V и внутреннюю энер­
гию и, для теплоизолированных изобарических - Р и энтальпию Н 
и т. д. Зафиксируем также некоторое значение балансов (линейных 
законов сохранения) Ь = ЬО • Многогранник D(bO) далее обозначаем 
просто D. По предположению при данных условиях в относительной 
внутренности D существует единственная точка равновесия N*,. 
являющаяся точкой минимума термодинамической функции Ляпу­
нова G. Функция G определена в D и выпукла в п. Она ограничена 
снизу значением g* = GCN*), а сверху Moa~eT быть :1I не ограничена. 
Более того, она мол~ет быть не всюду конечна в D - для неизотер­
иических систем могут существовать точки N Е D, в которых G(N) = 

=== 00. Это означает, что при данных условиях состав N не МОiБет 
быть получен. Например, для изолированных систем при данном 
значении внутренней энергии U обращение G(N) в 00 означает: при 
этом U и положительной температуре состав N реализоваться не· 
иожет. 

Напомним основные свойства G: 
1) G - замкнутая функция, это означает, что множество точек" 

{(N, g) Ig ~ G(N)} замкнуто в MHoiKecTBe пар (N, х) (N Е D, х Е 
Е (-00, 00» - в D Х (-00, 00); 

2) G - строго выпуклая в D функция, т. е. MHoiRecTBo пар 
{(N, g)lg~ G(N)} выпукло и ни для какого Rонечного g не сущест­
вует в D отрезка прямой, на котором функция G постоянна и 
равна g; 

3) G непрерывна на множестве dom G = {N Е D I G(N) < оо}, и 
dom G открыто в п, отсюда, в частности, следует, что множества' 
Sg={NEDIG(N)=g} (g*::::;;;g::::;;;oo) замкнуты, а множества Ug= 
= {N Е DI G(N) < g} (g*::::;;; g::::;;; 00) открыты в п. 

Основные обозначения: 
dom G = {N Е D I G (N) < оо} - множество тех точек N Е D, на кото­
рых G принимает конечные значения, предполагается, что dom G -
открытое в D множество; 
Sg={NEDIG(N)=g} (g*::::;;;g::::;;;оо)-множество тех точек NED, 
в которых G(N) = g, MHOil\eCTBa Sg замкнуты; 
И, = {N Е DIG(N)< g} (g*::::;;; g::::;;; 00) - множество тех точек N Е D, 
в которых G(N) < g, множества И, открыты в D; 
N1 ~ N2, если N 1N2 Е D и существует непрерывный путь в D, дЛЯ 
которого ср(О) =Nt, cp(1)I=N2 и G(cp(,;» - монотонная невозрастаю­
щая фУНКЦИЯ'; Е [О, 1]; 
N 1 ~ N2, если N 1

, N2 Е D, N 1 ~ N2 И N2 ~ Nt
; 

V(N) '= {N' Е DIN ~ N'} - множество тех точек N' Е п, для кото­
рых N~N'. 

Напомним, что множество называется OTJIi,Pb~TblM в D, если оно 
есть пересечение открытого в евклидов ом пространстве Е множест­
ва с D. В частности, D - открытое в D множество. 

Отобрал~ение ер: [О, 1] -+ D, дЛЯ которого G(cp( '(») - невозраста­
ющан функция, есть в точности термодинаl\lически допустимый путь-
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(см. гл. 2). По определению NI ~ N 2 тогда и только тогда, когда 
существует термодинамически допустимый путь, идущий от Nt К ~, 
поэтому основная задача - исследование для данного начального 

состава N множества V(N), элементы которого могут быть получены 
из N при движении по термодинамически допустимым путям. Изу­
чим сначала пространство классов эквивалентности D/ -., 1= У. Это 
вал~но, поскольку для любых N I

, N 2
, NЗ , если N t ~ N2, fV2 ~ NЗ, то 

и N I ~ NЗ 
- отношение ~ транзитивно, в частности, V(N) 1= V(N') 

тогда и только тогда, когда N -., N'. Транзитивность ~ вытекает 
непосредственно из определения, так л-\е как и следующая лемма. 

Л е м м а 5.6. Пусть х, у Е D. Соотuошеuие х -., у равnосильnо 
TOolltY, что х u у nрuuадлежат одuой nо.мnоuеuте лиuейuой связnости 
мuожества Sg для uеnоторого g. 

Естественно возникает идея - пронумеровать компоненты ли­
нейной связности поверхностей S, компонентами D\U, - те, в свою 
с()чередь, можно пронумеровать множествами вершин D (см. преды­
дущий раздел). Это осуществимо, поскольку G - замкнутая функ-
ция, непрерывная на dom G. 

Л е м м а 5.7. Пусть g* < g < 00. Тогда между ~OMnouenTa.м,и ли­
нейnой связnости Sg и D\Ug можnо устаnовить взauм,no одnозnачuое 
соответствие таnи.м образом, чтобь~ ~o.м,nonenTa S, являлась граnицей 
в D соответствующей no.мnouenTЬ~ D\U,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим отображение fg: D\U, -+ S,: 
j g(N) - точка на отрезке [N*, N], дЛЯ которой G{f,{N» 1= g. Ввиду 
строгой выпуклости G в D, замкнутости G и открытости в D множе­
,ства dom G функция fg однозначно определена и непрерывна. Ее не­
подвижные точки - элементы Sg. Образ :каждой компоненты линей­
ной связности D\Ug линейно связен: образ непрерывного пути­
lIепрерывпый путь. Прообраз Rаждой :компоненты линейной связ­
ности Sg также линейно связен. Действительно, пусть f,{N I

), fg{N2) 
принадлежат одной KOMIIoHelITe линейной связности S,. Соединим 
N1 п /,/2 непрерывным путем в D\Ug• Этот путь l\lожет быть состав­
лен из движения по прямой ОТ N t К fg(Nt

), движения по S, от fg{N t
) 

R j(N2) И движения по прямой ОТ fg{N2
) К N 2

• Ввиду замкнутости 
G, если G(N) > g, то у N существует такал окрестность в D, дЛЯ 
всех точек которой G > g. Поэтому граница D\U, в D совпадает с SIl 
(g < 00). Лемма до:казана. 

Лемма 5.8. Soo'=D\U oo (Uoo=domG). 
Эта лемма - прямое следствие определений. 
Для :каждого N Е D обозначим N класс эквивалентности по 

ОТНОJllению ~, содержащий N. На множестве классов эквивалент­
ности D/ ~ определим частичный порядок ~: N t ~ N 2

, если N ~ N' 
.ДЛЯ каждых N Е N I

, N' Е N 2 или, что эквивалентно, если существуют 
N Е N I

, N' Е N\ для которых N ~ N'. Обозначим W(N) компо­
ненту линейной связности D\U, (g = G(N», соответствующую 
N:jg(W(N»=N. 

Л е м м а 5.9. W(N) = {N' EDIN' ~ N}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если N' Е W(N), то термодинамически 

допустимый путь, соединяющий N' с N, можно построить так: сна-
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чала пройдем по отрезку прямой [N', fg(N')], а потом, воспользовав­
шись линейной связноотью NI= jg(W(N»,- по непрерывному пути 
в N, соединяющему fg(N') и N. Предположим теперь, что N' ~ N. 
Если N' принадлежит отличной от W(N) компоненте линейной связ-­
ности D\U, (g= G(N», то па любом непрерывном пути, соединяю­
щем N' с N в D, найдутся точки Ug, в которых значение G меньше 
g = G(N), такие пути не являются термодинамически допустимыми. 
НеВОЗМОrБНО также, чтобы N' принадлежало Ug (G(N') ~ G(N». 
Поэтому N' Е W""(N). Лемма доказана. 

Отношение ~ есть отношение термодинамической эквивалент­
ности. Действительно, N ~ N' тогда и только тогда, когда возможны 
непрерывные переходы от N к N' и обратно без изменения термоди­
намической фун:кции Ляпунова. При этом для любого состава NO,. 
если термодинаl\Iичес:ки допустим переход от N° :к N, допустим и: пе­
реход от N° :к N'. Обратно, еСЛII допустим переход от N к N°, то 
допустим и переход от N' к N°. «Склеим» между собой термодинами­
чески э:квивалентные точки - перейдем от многомерного фазового 
пространства D к одномерному пространству D/ -., 1= У классов тер­
модинамической эквивалентности. Будем называть У теР~tодU1tа;лtU<l 
чеСnU~t деревом. Ниже будет показано, как мог:кно изобразить У в 
виде дерева на плос:кости - ввиду наличия точек ветвления изобра­
зить у на прямой пе удается, за исключением случая dimD'= 1. 
Введем в У координаты. Для этого сопоставим каждой точке N Е D 
пару (число, конечное МIIол~ество вершин D): N -+ (G(N), W(N) n D O). 

Согласно леммам 5.7, 5.8 и преДЛОII~ению 5.2 термодинамически эк­
вивалентным векторам состава N сопоставляются одина:ковые пары, 
анеэквивалентным - разные, поэтому указанное соотретствие вза­

имно однозначно сопоставляет каждому :классу термодипамичесноii 
э:квивалентности N пару (значение С, :конечное мпожество вершип 
D). Множество вершин D, входящее в эту пару, есть в точности 
совокупность тех вершин v Е D o, для которых v ~ N. По преДЛОiI\е­
нию 5.2 эти вершины соответствуют вершинам одной связной ком­
поненты графа J)\Ug (gl= G(N». Согласно лемме 5.9 N I ~ N 2 тогда 
и только тогда, когда G(NI

) ~ G(N2), W(NI
) n D o с:: W(N2) n D o• По­

этому на множестве пар (g, М) (g - число, М - множество вершин 
связной компоненты графа п\U,) СУIцествует естественный порядок: 
(g, М) ~ (g', М'), если g ~ g', м s М'. По определению N ~ N" 
тогда и только тогда, когда отношением ~ связаны их координаты: 
(g, М) ~ (g', М'). Опиmеl\I пространство Р как множество всех коор­
динатных пар (g, М) с отношением ~. Для этого укажем при любом 
g (g* ~ g ~ 00) совокупность всех таких М, что (g, М) - координаты 
точки из У. Рассмотрим граф J) многогранника D. Будем одинаково, 
обозначать вершины и ребра D и соответствующие вершины и ребра 
JJ. Совокупность всех таких М, что (g, М) - координаты точеr из У, 
совпадает с совокупностью множеств вершин п, принадлежащих 
связным компонентам графа Jj\Ug: (g, М) тогда и только тогда соот­
ветствует точке N Е У, когда М - МНDжество вершин одной из связ­
ных I~омпонент графа Jj\Ug , М =F 0. Для данного g следует постро­
ить граф J)\Ug, удалив из графа Jj все вершины v, в которых G(v)< 
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< g, и все ребра d, для которых min G (N) < g. Найдя связные ком­
N::=d 

поненты полученного графа, мы тем самым найдем все М, дЛЯ кото-
рых (g, М) соответствует некоторому элементу У. 

Заметим, что граф 15\Ug один и тот iI~е для це"лого отрезка зна­
чений g. Действительно, пусть g < g', ни для каRОЙ вершины v не 
выполняется перавенство g ~ G(v) < g', и ни для какого ребра d не 
ВЫполняется неравенство g ~ min G (N) < g'. Тогда графы 15\Ug 

l\Ed 

и D ',,-и g' совпадают. Совнадают при этом и совокупности мно­
'I~eCTB М, дЛЯ которых (g, М), (g', М) соответствуют элементам У, 
поэтому если необходимо описать все пары (g, М), соответствующие 
точ:кам У, МОil~НО поступить следующим образом. 

1. Вычислить G(v) для всех вершин v Е Do• 

2. ВЫЧlIСЛПТЬ Bd ~ n)in G (N) дЛЯ всех ребер d с Dt • 

NEd 
3. УПОРЯДОЧIIТЬ множество ЧIIсел {G(v) I v Е D o} U {Bdl d с D 1 } 

"в соответствии с порядком их следования на прямой. Обозначим это 
упорядоченное МIIоа~ество gl < g2 < ... < gt. 

4. ПОЛОiI-iИМ go 1= g*. Найти для каll~ДОГО gi (i = 1, ... , l) граф 
D ",U'~i И его связные l{омпоненты. Обозначим мнол{ества вершин 

ЗТIIХ связных :компонент через Mt, ... , Afr· 
Если g Е (gi-t, gi] (gi-l < g ~ gi), то совокупность всех М, дЛЯ 

которых (g, М) соответствует элементу У, естт> M~, ... , M~. 
Удобно онисывать связные компоненты D\Ug с помощью неко­

iОРЫХ ЧIIСЛОВЫХ фУIII~ЦИЙ на графе 15, хотя вычислительно это не 
са~IЫЙ !{ороткпй путь. Сопоставим I\аа~дому ребру d число Bd = 
= min G (N). Rаа~дой цепи Р нз ребер 15 сопоставим число Вр - ми-

NEd 
lIIIМУМ Bd по всем встречающимся в Р ребрам. Паре различных вер-
ШIIП v 1

, v2 сопоставим в ( v 1
, v2

) - максимум ер па Bce:I\{ соеДИНЯЮIЦИМ: 
v 1 11 v 2 цепям (достаточно рассматривать простые цепи). Функция 
G(V\ v2

) обладает слеДУЮЩIIМИ свойстваl\IИ: 
1) e(v\ v 2

) = B(V\ v 1
); 

2) для любых трех различных вершин и1 , и2 , vз 

B(V" vЗ ) ~ min {B(Vt, v2), в(и2 , vЗ)}; (5.12) 

3) B(V\ v2
) ~ min {G(v 1

), G(v2
)}. 

(Строгое неравепство в 3) имеет место в том случае, когда G(v1
) < 00 

:ИЛII G(v2
) < 00. 

Для каждого g рассмотрим множество вершин Dog = 
1={vEDoIG(v)~g}. На этом МНОII{естве MOiHIIO ввести отношение 
v 1 ~ gV2

, если B(V\ v 2
) ~ g, либо v 1 ,= v2

• В силу (5.12) это - отноше­
ние эквивалентностп (не путать с отношением ~ термодинамической 
ЭRВIIвалентности). Классы эквивалентности в D og по отношению ~, 
есть в точности MHOiI~eCTBa вершин, составляющие связные компо­

ненты D\Ug• 

]\IIOII~IIO представить У в виде дерева па плоскости. Покажем, 
на:к это сделать. ПреДПОЛОiI-\ИМ сначала, что G - ограниченная в D 
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функция. Точку (g, М) Е У будем изображать точкой на плоскости, 
от:кладывая g по веРТИRальной 'оси. Проенция (g, М) на горизонталь­
ную ось выбирается из соображений удобства - чтобы избеiI,ать 
самонересечениЙ. Построим сначала вершины У. Они бывают трех 
типов: корень, :концевые вершины и точки ветвления. Кореnь­
точка (g*, D o). Пара (g, М) называется nОllцевой вершunой, если 
М состоит ИЗ одной веРIПИНЫ, а g - значение G в этой вершине: 
М = {v}, g = G(v). 11apa (g, М) называется точкой ветвлеnuя, если 
М содерrКIIТ такие две вершины и\ и\ что g = в(и\ и2 ). Вершины 
(g', М') и (g", М") соединяются ребром (па диаграмме - отреЗI"ОМ 
прямой), если (g", М") ~ (g', М') и ни для какой третьей вершины 
дерева (gO, МО) не выполняется (g", М") ~ (gO, МО) ~ (g', М'). Если 
вершины (g', М') и (g", М") (g" > g') соединены ребром, то точ­
кам этого ребра cooTBeTcTBYIOT пары (g, М"), g" ~ g ~ g'. 

Если G припимает в некоторых ТОЧI~ах D бесконечные значеНПЯr 
то кроме описанных собственных IiОlIцевых вершин (g, М), g* < 
< g < 00, появляются несобственные :концевые вершины (00, М), где 
М - классы э:квивалентности в D ooo по отношению ~ 00: у1 ~ 00 и1 , 
если B(V I

, v2
) = 00, либо v l ,= v 2

• При этом удобно в качестве верти­
кальной координаты откладывать не g, а, например, х = (g - g*)/ 
/( 1 + g - g*) - чтобы была возможность изобразить точки с g = 00 

(х = 1). Вместо этой функцип Х, l\fOj.J~HO выбрать, например, х = 
= (2/л) arctg (g - g*) или любую другую монотонную функцию от 
g - g*, имеющую конечный предел при g - g* -+ 00. В остальном 
построение термодинам:ичеСI\ОГО дерева для неограниченных функ­
ций G совпадает с описанным построением для ограпичепных G. 
Примеры диаграмм см. ПИFliе в разд. 5.5. 

Если (g, М) ~ (g', М'), то l\fОЛ~НО пройти по дерову «сверху 
вниз» И из точки (g, М) в точку (g', М'). Таким образом, ОТIIОIIIение­
~ приобретает наглядный геометрический смысл. 

Итак, если ОТОrндествить меrIiДУ собой термодипамически ЭI{ВИ­
валентные точки, то фазовое пространство - балансный многогран­
ник - переходит в термодинамическое дерево - одномерный конти­
нуум-дендрит с конечным числом точек ветвления. Это дерево пол­
ностью характеризует систему термодинамически допустимых 

путей в D. 

5.3. ОБРАЗ СОСТАВА НА ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОМ ДЕРЕВЕ 

в предыдущем разделе описано, :как строить термодинамическое 
дерево - пространство классов термодпнами:чес:кой эквивалентности 

составов в балансном многогранни::ке D (Ь) прп заданных условпях. 
Пусть это дерево построено. Если (g, М) 11 (g', М') - две 'ТОЧНII де­
рева, то лег:ко их сравнить - решить вопрос: достижима ли 10ЧI"а 

(g', М') из точки (g, М). Действительно, (g, М) ~ (g', М') тогда 
II только тогда, :когда g ~ g' и М s М'. Составы N и N' так,ие легко 
сравнить, если известны коордпнаты И3 образов в У. Первая ROOP­

дината, g, ищется сразу: g = G(N). Покаiнем, RaI{ найти BTOpYIO 
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-ноординату, М. Пусть g = G(N) < 00 и вершины D, дЛЯ которых 
G(v) ~ g, разбиты на классы эквивалентности М1 , ••• , M l по ОТНОПIе­
нию ~д: v1 

""gV
2

, если e(v\ и2 ) ~ g. Образ N в У есть (g, M i ) для 
неБОТОРОГО i == 1, ... , l. Чтобы найти вторую координату - M i , до­
статочно найти хотя бы одну вершипу v Е M i • Поскольку множества 
M i , M j при различных i, j не пересекаются, мол\по, найдя один эле­
мент v Е M i , отыскать то из множеств М1 , ••• , M l , которому V при­
J[адлеj)~ИТ ,- это и: будет Mi • 

Итак, чтобы найти вторую координату образа состава N на тер­
МОДlIнамическо:м дереве, достаточно отыскать одну вершину v Е D o, 

для которой v ~ N. Чтобы найти ее, воспользуемся леммой 5.1: 
·существует такая вершина v Е по , что па отреЗI{е [V, N] значения G 
не мепыпе, чем G(N). ФУПI\ЦИЯ G ВЫПУI{ла, и G(N) - миним:ум G 
на отрезке ПРЯl\-IОЙ [v, N], поэтому на отреЗI~е [V, N] функция G мо­
нотонно уБЫВRет от V к N. Этот отрезон, проходимый по направле­
нию от V к N (ер (-r) = TN + ( 1 - 't) v) - термодинамически допусти­
мый путь, и v ~ N. Достаточно найти такую вершину v Е D o, что 
па отрезке [v, N] выполнено неравенство G ~ G(N). Это можно было 
бы сделать, рассмотрев все отреЗI{И [v, N] (v Е D o) и найдя минимум 
G па каждом из них. Однако MOj-J"ПО поступить II проще. Пусть N­
внутренняя точна п(ь). Проведем через N опорную гиперплоскость 
к ВЫПУКЛОМУ мнол~еству, задаваемому неравенством G ~ G(N). Эта 
гинерплоскость разрезает D на дна ВЫПУКЛЫХ lVIножества, в каждом 
из них есть вершины D, а в одном из них G ~ G(N) - выберем из 
него произвольную вершину и. На отрезке [v, N] будет G ~ G(N). 
СJIедовательно, v ~ /V" - JIскомая вершина (одна из возможных). Ес­
лп /v" - внутренняя точна некоторой грани s с D(b), то поступим 
тан л-\е, с той только раЗНIIцей, что ГIIперплоскость будем проводить 
не в Е, а в E(/s), где /8 - пндекс грани, либо, что приведет к тому 
jH:e результату, в JIинейном ПОД~IIIо['ообразии в Е(/а), задаваемом 
уравнениями b(N) = Ь. При этом найдем вершину v Е S, V ~ N. 

Градиент фУНКЦИII G во внутренней ТОЧI{е N (все N i > О) есть 
вектор безразмерных псевдопотенциалов: aG/aNi = mi

• Ги:перплос­
кость, Оllорная н мнол~еству G ~ G(N) в точке N, задается уравнением 

n 

~ (Ni - N~) m i (N) === о. (5.13) 
i=l 

IIскомая вершина V (v ~ N) находится с помощью неравенства 
n 

~ (vi-Ni)mi(N)~О. (5.14) 
i=l 

ПодчеРI\пем, что, ВОЗМОiННО, не все веРIIIИНЫ v Е Do(b), для которых 
v ~ N, удовлетворяют (5.14). Однако, :как уже говорилось, достаточ­
но найти одну - множество остальных отыщется нак содержащий 
ее нласс эквивалентности веРIIlИН графа D\Ug по отношению ~, 
(g = G(N) < 00). 

I-Ia грани s перавенство (5.14) заIVlепяется на 

~ (Vi - N i) mi (N) ~ О (и Е s). (5.15) 
i~ls 
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Итак, воспользовавшись перавенствами (5.14) для внутренних 
точек D или (5.15) для внутренних точек грани s с D, находим вер­
шину V ~ N. Зная ее, находим содержащий V класс эквивалентности 
вершин М графа Jj\Ug по отношению v l ~g v2

, если B(V I
, v2

) ~ g 
(g = G(N». Координаты образа N на термодинамическом дереве У 
суть (g, М). 

Существует несколько исключительных точек, для которых 1-\0-

ординаты (g, М) не могут быть найдены с помощью (5.14), (5.15): 
для таких точек вектор mЧN) (i Ф [5) ортогопален всем разностям 
Vi - N i (i Ф [5' V Е s). Во внутренности D такая точка одна - точка 
равновесия N*. ДЛЯ нее 

n 

2: (Vi -- N i) mi (N) =~ О, (5.16) 
i=l 

какова бы ни была вершина v Е Do• Но ПОСRОЛЫ{У N* - точка мини­
мума G в D, движение по отрез:ку нрямой [V, N*] от произвольной 
вершины V Е D o к N* - термодинамичес:ки допустимый путь, и v ~ 
~ N*, поэтому координаты (g, М) образа точки N* на термодинами­
чеСКОl\'I дереве У есть (g*, Do) (здесь Do - совокупность всех веРШ1II-i 
графа lJ; мы не делаем различия в обозпачениях меiI\ДУ вершинам:и 
D и вершинами Jj). Аналогично ДJIЯ грани s с D перавенство (5.13) 
не имеет решений, если N - точка минимума G па грани s. Обозна-
чим: g: === min G (N) - миIILIмалытеe значение G на гранн s с D; 

NES 

N: - точ:ка s, в :которой G (1У:) = g:. в частности, еслп s - вер-
шина п, s = {v}, т( g: === G (и), .J.V: =-= и. Каil\дая грань s с D моа,ет 
рассматриваться как балансный многогранник для меПЬUIего СПИСI-\а 

* веществ. Тогда N s - соответствующая точка равновесия. 
* Если в (5.15) N == N s , то 

~ (Vi - N7s) ln i (Ns) = О (5.17) 
i~Is 

для любой вершины V Е s. Но так же, как и дЛЯ N*, любая вершина 
* V Е S может быть связана с N s термодипамичес:ки допустим:ым 

* путем: V ~ N s (v Е S), поэтому :координаты (g, М) образа точки 
* * N s на термодинамичес:ком дереве У опредеЛЯIОТСЯ та:к: g === gs, 
М - класс эквивалентности вершин графа Jj\Ug по отношению ~g, 
содержащий хотя бы одну вершину грани s, а следовательно, II все 
вершины s. 

5.4. ПРЕДЕЛЫ И3МЕ'НЕНИЯ СОСТАВА. 
В ОДНОМ RЛАССЕ ТЕРМОДИНАМIIЧЕСКОй 3КВИВАЛЕНТНОСТII 

Мы описали, нак найти точку (g, lJtl) на термодинаl\IичеСl\О~I 
дереве, если известен состав N. Не менее важна и интересна зада­
ча: в наких пределах изменяется N i , если известна соответствую­
щая N точка (g, М) - задан тем самым :класс теРМОДИIIамичеСI~оii 
~нвивалентности. 
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Поставим задачу несколы{о шире. Пусть задан многогранник 
n(Ь) JI точна на соответствующем термодинамическом дереве­
(g, М), g < 00. I-Iадо найти максимум и минимум некоторой гладкой 
функции h(N), если вентор N пробегает класс термодинамичеСI{ОЙ 
эквивалентности с координатами на У (g, М). 

Ниже существенно используется гладкость функции G в ri D' 
и ее строгая выпуклость во втором приближении. Реши:м сначала 
поставленную задачу, не предполагая, что aG/ aNi -+ - 00 при N i ~ 
-+ о (N Е D(b), G(N) ~ g < 00). Впоследствии это условие будет ис­
пользовано для упрощения решения. 

J1 е м м а 5.10. Пусть g* ~ g < 00. Тогда nоверхиость Sg лоnаль­
иО ЛUllейuо связuа, т. е. у каждой ТОЧКU N Е Sg в любой ее опрест­
иости существует лuuейuо свЯ8uая оnрестиость в Sg. 

Не будем здесь доказывать эту лемму. Заметим только, что 
она - простое следствие наших предположений и является хорошим 
упражнением: по общей ТОlIОЛОГИИ. 

Из леммы 5.10 сразу следует, что точки м:аксимума и мини­
lIYMa непрерывной функции h в }{лассе термодинамической э}{ви­
валентности с координатами (g, М) суть точки, по крайней мере,. 
локального максимума или минимума h на Sg. Поэтому поступим: 
TaI~: найдем точки локального ЭI{стремума h на Sg, потом опреде­
лим, какая из них попадет в класс термодинамической эквивалент­
ности с координатами (g, М) и, на}{онец, найдем среди них точки 
глобального максимума и минимума h в этом классе термодинами­
чес}{ой эквивалентности. 

[Iусть g > g*. Для внутренней точки N Е ri D неоБХОДИl\Iое ус­
ловие того, что N - точка локального экстремума h на Sg, есть су­
ществование таних чисел Ло, Лt, ... , Лk (неопределенных множите­
Jlей), что 

n 

G (N) == g, ~ a{Nj == bi (i == 1, ... , k), 
j=1 

k 

ah/aNi == лодG/дNi + ~ Лjа} (i =1, ... , n). 
j=1 

(5.18) 

Если g = g*, то G(N) = g для единственноiI точки N = N*. Ясно" 
что эта точка есть точка экстремума h на Sg. 

Если N лежит в относительной внутренности какой-либо грани 
s (N Е ri s) и N - точна локального ,ЭБстремума h на Sg, то N­
точка локального экстремума h на ri s n Sg. 

Пусть g =1= g:. Для точки N Е ri s необходимые условия того,. 
что N - точка локального экстремума h на ri s n Sg, есть существо­
вание таких Ло, Л t , ••• , Лk - неопределенных множителей, что 

n 

G (J.V) == g, ~ a{Nj == bi (i == 1, ... , k), 
;=1 
k 

д 11, aG,,· 
aN. ==Ло алт . + ~Лjаj (iф./s), Ni==O (iEIs). 

1 1 j==1 

(5.19) 
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Если g ==: g:, то G(N) = g для единственной точки N~ в ri s. 
Ясно, что эта точ:ка есть точка локального экстремума h на Sg n ri s. 

Как система (5.18), так и система (5.19) содеря~ат n+k+1 
уравнение для определения n + k + 1 неизвестного (n - N i , k + 1-
- Ло, ••• , Л,J. «Как правило», такие системы имеют дискретное мно­
.JJ~ecTBo решений. Например, для линейных функций h система (5.18) 
I{ любая из систем (5.19) имеют не более двух решений I~аrI-\дая, 
если h ~ const на D или s соответственно. 

Пусть системы (5.18), (5.19) имеют !\опеqное число решений. 
Обозначим эти решения N I

, ••• , Nq. В предыдущем разделе было 
показано, Ral\ для точки N Е D(b) найти координаты ее класса тер­
ЪfОДIlна~Iической эквивалентности: на термодинамичесном: дереве. 

lIаiiдем эти координаты (g(N), M(N» дЛЯ всех точек N I
, ••• , Nq. 

Пусть N\ ... , Nr - те из N 1
, ••• , NQ, дЛЯ которых M(N) = М, т. е. 

решения систем (5.18), (5.19), принадлежащие заданному вначале 
нлассу термодинамичеСRОЙ эквивалеНТНОСТII. Тогда 

тах {h(N) liV = (g, М)} = тах {h(Ni ) li = 1, .:., r}, 

min {h(N) (л,. = (g, М)} = min {h(Ni ) I i = 1, ... , r}. 
(5.20) 

Б опиеанной процедуре ПОИСI{а маI~симума 11 МИНIIМ:Уl\lа h на нлассе 
тер~{одинамической эквивалентности есть одно удручающее обстоя­
тельство: необходимо исследовать систему (5.19) для всех граней 
.s Е D (Ь). в некоторых случаях эту процедуру мо,Т\но УПрОСТIIТЬ, ис-
пользуя то, что aG/aNi ~ -00 при N i ~ О, G(N) ~ g < 00. 

Пусть h - линейная функция: h (N) = ~ hiNi. 
i 

Л е м: м а 5.11. Пусть s - граnь ,.;1tJlOeOepaJtJ-Ul1i,а D(b), dim s > 1, 
N° - точКа локальnого миnи.му.м,а лunейnой ФУn'fi,цuZl h па Sg, N° Е 
Е ri s. Тогда h(N) = const па s. 

* Д О I{ а з а т е л ь с т в о. Если N° == N s, то гипеРПЛОСRОСТЬ, зада-
ваемая уравнением h(N) = h(N°), ДОЛJ-I\па содеРII\ать s. Действитель­
-НО, пусть BeRTop N° + х принадлежит s. Сопоставим ему элемент 

* .У Е Sg, спроеКl'ировав N° + х на Sg из центра N · Если х достаточно 
близко I~ О, то h(y) ~ h(N°), ПОС:КОЛЬRУ N° - точна лонального ~laR-
·симума h на Sg, центральная проекция s на Sg - непрерывное отоб-

ражение и N° = N: - его неПОДВИII\ная точка. Обозначи:м у(в) про­
екцию N° + ех на Sg из центра N* (О < в ~ 1). Согласно предпо­
ЛОiI{еНИIО о свойствах aG/aNi на границе D(b), при е ~ О будет 
(у(е) - NO)/B -+ х. По::}тому h(N° + х) ~ h(N°). Точка N° - внутрен­
пяя точка s, следовательно, аналогичное неравепство справедливо 11 

для вектора х: h(N° - х) ~ h(N°). Окончательно h(N° + х) = h(N°). 
* Пусть N° =F N s. Тогда гиперплоскость, задаваемая уравнением 

h(N) = h(N°), должна содержать линейное многообразие п Aff s, 
опорное к Ug n s (напомним, что Aff s - наименьшее по ВI~лючению 
..линейное многообразие, содержащее s). Для любой точки N Е U g n s 
выполнено неравенство h(N) ~ h(N°) (здесь СУIцественпо, что 
dim s > 1 и G строго ВЫПУRла). Пусть N Е Ug n ri s. РаССl\'IОТРИМ BeI~-
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тор N° + 8 (N° - N). Существует такое б > О, что при О < 8 < () точка 
N° + B(N° - N) Е ri s. В этом случае G(N° + e(N° - N») < g. Поэтому 
:можно определить у(в) - центральную проекцию N° + B(N° - N) на 
Sg из центра N*. Как и выше, (у(в) - NO)/B ~ N° - N при в ~ О .. 
Значение h(Y(B)) ~ h(N°) при достаточно малых 8, так KaI{ NO­
ТОчна локального максимума h на Sg. Отсюда получаем h(N) ~ 
~ h(N°). Окончательно h(N) = h(N°). Аналогичное утверждение вер­
но, очевидно, и для локальных минимумов h на Sg. Лемма 
ДОI~азана. 

Воспользуемся леммоi! 5.11 для поиска экстремума линейной 
функции h на классе термодинамической эквивалентности с коор­
динатами (g, М). Внутренняя точка N Е ri D(b) n Sg может являться 
точкой ЗRстремума k на Sg тогда и только тогда, ногда 

n 

G (N) == g, ~ a{N j == bi 
j=l 

(i==1, ... ,k), 

(i =-== 1, ... , n). 

Таких точек может быть не более двух. Если s - грань D(b), 
dim s > 1, то точка N Е ri s l\lожет быть точкой экстремума h на Sg 
тогда и ТОЛЬRО тогда, ногда 

G(N) = g, h i = О (i Ф [в). (5.22)-

Последнее условие в (5.22) означает, что h == const на s. Наконец, 
если s - ребро D, то N Е S может быть точкой экстремума h на 
S& тогда II только тогда, когда G(N) = g. Таких точек на ребре мо­
л~ет быть не более двух. 

И так, чтобы найти маRСИ~IУМ и МИНИl\IУМ линейной фУНI~ЦИИ 
h~ на Блассе термодинамичес:кой эквивалентности с координата~IИ 
(g, М), надо: 

1. Исследовать систему (5.21) в l~iD(b) и наЙТII ее решеIIИЯ. 
2. Найти ТОЧI\И Sg n D1(b). 
3. Найти все грани s с D(b), на которых h i = О (i Ф I s ) и су-­

ществуют ТОЧRII N Е ri s, где G(ЛТ) = g. 
4. Для конечного множества точек, найденных па первом и BTO~ 

ром шаге, определить ноординаты их классов термодинамической 
ЭRвивалентности и выделить из этого MHoiKecTBa те точки N 1

, ••• , ... lVr 
,_ 

которые принадлеiI~ат классу термодинамической э:квивалеНТIIОСТИ 
с Rоординатами (g, М). 

5. Из конечного множества граней, найденных на третьем ша­
ге, выделить те 81, ••• , 8 q , :которые пересе:каются с илассом термоди­

намической ЭI{вивалентности (g, М). Проверить, пересе:кается ли 
грань s с нлассом (g, М), можно тан: для вершин v Е s определим 
координаты (G(v), M(v)) их образов на термодинамическом дереве, 
еСЛJI хотя бы для одной вершины G(v) ~ g, v Е М И, кроме того 

G (N:):::;;;; g, то грань s пересекается с исследуемым классом TePMO~ 
дипамичесиой эквивалентности. 



6. Из чис~л h(N1
), ••• , h(NT), h(SI), ... , h(Sq) выбрать наиболь­

-шее и наименьшее, они совпадают соответственно с максимумом и 

МIIНИМУМОМ h па классе термодинамической ЭI{вивалентности (g, М). 
Можно, конечно, построить более эффективные численные ме-

'тоды поиска максимума и минимума h на классе термодинамиче­
ской эквивалентности, .не обращаясь к исследованию систе:мы (5.21). 
Описанный способ имеет преимущества в тех случаях, ногда MOrKHO 
получить явные аналитические выражения, т. е. для функций G 
достаточно простого вида. 

5.5. ПРИМЕР ПОСТРОЕНИЯ ТЕРМОДIШlАМИЧЕСКОГО ДЕРЕВА 

Расс:мотрим реаI~ЦИЮ горения водорода, ограничпваясь cOI~pa­
щенным списком веществ Н2 , 02' Н2О, Н, О, ОН. В разд. 4.3 опи­
саны балансные многогранники для этого СПИСI~а веществ. Пусть 
смесь стехиометрическая: ЬН = 2Ьо • Это означает, что все вещество 
может быть сосредоточено в Н2О. Соответствующий граф балансно­
го ~{ногогранника изображен на рис. 4.4, о. 11epeHY:Mepyel\1 ребра 
этого графа так, нан Уl\азапо на рис. 5.'1. Будем рассматривать 
изотермический изохорический процесс, для I~OTOPOrO GTV = 

= ~ N i (ln (NiIN:) - 1). Для построения термодинамического 
i 

дерева надо знать 8d - минимальные значеНIIЯ G на ребрах D. Осо­
бенно ваll{ен порядок следования чисел 8d на прямой. Пусть 8i­

минимум на i-l\1 ребре. Выберем для примера таI~ОЙ порядок следо­
вания чисел 8i: 

815 > 811 > 812 > 810 > 89 > 813 > 81" > 87 > 88 > 85 > 84 > 82 > 86 > 
> 81 > 8з. (5.23) 

Рассмотрим превращения графа Jj при последовательном удалении 
ребер в поряд:ке возрастания 8d, начиная с ребра, имеющего но:мер 
з. Сначала (рис. 5.2, а-5.2, е) последовательно удаляются ребра, 
соединяющие особую вершину Н2О с остаJIЬНЫМИ. После удаления 
ребра под номером 5 граф 1J распадается на две связные компонен-

8 

Н2,О2 

7 

Н,О2 

10 

~160 

ты - вершину 1-120 и «все осталь-
Н2 ,ОН ное». Следующее из~[енение числа 

13 

9 11 

12 

Н,ОН 

Н2 ,О 
1 

В 

Н,О 

связных компонент происходит по­

сле отбрасывания ребер с IIOl\Iepa­
ми 8, 7, 14. Эти ребра соеДИНЯIОТ 
вершину (Н2 , 02) с другими. По­
сле I1Х удаления граф распадается 

Н2 О на три связные :компоненты - вер­
шину Н2О, вершину (Н2 , 02) И 
«все остальное». После удаления 

Рис. 5.1. Нумерация ребер графа баJlапсно­
го MHororpaHINIRa. 
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Рис. 5.2. Изменеmие rрафа баланеноrо мноrогранника при отбрасывашm ребер 

в порядке возрастания G. 

еще двух ребер под номерами 13, 9 связных компонент становится 
уже 4 - отделяется вершина (Н2 , ОН). Далее, при удалении ребер 
10, 12 отделяется вершина (Н, ОН). При удалении ребра 11 отде­
Jlяется вершина (Н2, О), и, наконец, после удаления ребра 15 граф 
превращается в совокупность вершин, не соединенных иеждУ со­

бой. В рассматриваемом примере rраф Jj по мере удаления ребер 
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Рис. 5.3. Термодинамичеокое дерево. 

распадается на связные компоненты 

однообразным способом - последова­
тельно выделяются в отдельные связ­

ные компоненты вершины Jj. Со­
ответствующее термодинамическое 

дерево имеет вид, изображенный схе­
матично на рис. 5.3. Изображение 
имеет своей целью продемонстриро­

вать топологию термодинамического 

дерева. 

г. Ш. Фридман обратил внима­
ние автора на то, что в сложных 

случаях удобнее не выбрасывать реб­
ра D в порядке возрастания Bd, а 
наоборот, начинать с тривиального 
графа (боз ребер) и вставлять в не-
го ребра в порядке убывания f:d. 

При этом на Rаждом шаге надо про­
верять, не соединились ли новым: 

ребром имеющиеся связные компоненты - вычислительно более 
простая задача, чем проверка того, не распался ли граф при удале­
нии ребра на связные компоненты. 

5.6. РЕШЕТКА ПОЛОЖИТЕЛЬНО ИНВАРJIА.НТНЫХ МНОЖЕСТВ 

Подмножество фазового пространства динамической систе:мы 
назьmаетсн nОЛО:JlLuтельно uneapUa1tTHbl.iJt, если вместе с каждоii 

своей точной оно содержит и соответствующую положитеЛЬПУJО по­
лутраекторию. Это означает, что, начавшись в положительно инва­
риантном :множестве при t = О, движение не выйдет из пего при 
t> о. 

в термодинамичеСRОМ подходе пас интересует не одна динами­
ческая система, а целый класс систем, согласованных с термоди­
намикой. В соответствии с ЭТИ~I предстаВJIЯЮТ интерес множества, 
положительно инвариантные относительно всех таких систем. Про­
долл-\:им изучение гомогенной химическо:й системы с балаНСНЫ~J 
многогранником D и термодинамической функцией Ляпунова G. 

Будем говорить, что MHoiHecTBo V с: D nОЛО~/сuтеЛЪ1-l0 иnварu­
аnтnо, есл:и для любых N1 Е 11, N2 Е D из того, что N1 ~ N2

, следует 
... У2 Е v. Таким образом, V содержит вместе с каждой своей точкой 
./У любой выходящий из нее термодинам:ичееки допустимый путь. 

Чтобы подчеркнуть независимость этого свойства от конкрет­
ной кинетики, можно назвать такие V уnuверсалън,ыluu nОАожuтелъ­
по unварuан,тnъz,м,u ,м,1/,ожества,м,u. 

Аналогично можно определить ПОЛОiI\ительно инвариантные 
IIодкно:;кества термодинамического дерева У. Именно, буде)1 гово-
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рить, что V с у nодоЖuтелъnо иnвариантnо, если для любых У! Е V, 
У2 Е У из того, что У! ~ У2, следует, что У2 Е v. 

Следующая лемма вытекает непосредственно из определеIIИЙ. 
Л е м м а 5.12. l1fnожество V с D nОJtожитеJtъuо unварuаl-lТnО 

тогда и ТОЛЪ1i,О тогда, 1i,огда. оно есть nOJtHbl,U nрообраа nОJtожиrедьnо 
инвариантного nOaMUO:JICeCTea }'" при 1i,аuоничес1i,Ой npoe1i,lfuu D-+ 
-+ D/", = У. 

Объединение и пересечение положительн'о инвариантных }IHO­

i!{eCTB" положительно инвариантно. 

Ограничимся далее рассмотрением замкнутых положительно ИН­
вариантных множеств. Обозначим T(D) и Т(У) семейства замнну­
тых положительно инвариантных подмножеств D и У соответствен­
но. Пересечение любого семейства элементов T(D) (т(у» и объеди­
нение конечного количества элементов T(D) (Т(У» принадлеfI\ИТ 
T(D) (Т(У». Поэтому МОЖНО было бы рассматривать T(D) и Т(У) 
как семейства заМJ\НУТЫХ подмножеств D и У в специальной топо­
логии. Это, однако, далее не понадобится. Часто мы будем исполь­
зовать то, что T(D) и Т(У) - решетки множеств, содержащие вме­
сте с любыми двумя элементами их объединение и пересечение. 
В силу леммы 5.12 проекция D -+ D/ '" = у индуцирует изоморфизм 
pemeTOI~ т(п) и Т(У), так как эта проекция - непрерывное отобра­
жение и образ замкнутого насыщенного по отношению ~ MHOiKecT­

ва заИI~НУТ ~ 

Пусть С - произвольное подмножество D. Обозначим V(C) :ми­
нимальное по включению множество среди элементов T(D), содер-
жащих С: 

v (С) == n v. (5.24) 
УЕ:т(п),ССУ 

Основной задачей rлавы является описание V(e) для множеств 
С, состоящих из одной точки. В этом случае V(C) - совокупность 
всех составов, достижимых из данного при движении по термоди­

памически допустимым путям. 

Пусть Т - решетка множеств. Назовем семейство В с Т базой 
Т, если любой элемент Т может быть получен из элементов В с по­
мощью нонечного числа операций объединения и пересечения. Если 
В - база T(D), то, как легко видеть, для одноточечного MHOiI\eCTBa 

С = {N} вместо (5.24) можно записать. 

V(N)== n V. (5.25 ) 
VEB,NEV 

Для решения Уl{азанной основной задачи полезно иметь опи­
сание какой-либо базы T(D), достаточно удобной для построения 
V(N) - задания этого множества с помощью уравнений и нера­
венств;. 

Ниже будет построена база T(D), состоящая из однопараметри-
чеСI{ОГО семейства множеств u~ == {N Е D \ G (N) < g} и еще НО­
печного се}{ейства МНОil\еств. При этом построении используется 
изоморфизм T(D) и т(у). Первый пример таI<ОЙ базы можно полу­
чить сразу из описания У с помощью координат (g, М) - с:и. 
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разд. 5.2, 5.3. Для этого каждой вершине V Е D o сопоставим MHOiI\e­

СТВО V(v) = {NEDlv~N}. Семейство, состоящее из множеств и; 
и v(v) (vEDo), образует базу T(D). Это, однако, не решает постав­
ленной задачи, пока в нашем распоряжении нет описания ~{ножеств 
v(v) с помощью уравнений и неравенств. Для получения такого 
описания удобно использовать другую базу, построению I\ОТОРОЙ 
посвящен следующий раздел. 

5.7. БАЗА РЕШЕТКИ 
ПОЛОЖИТЕЛЫIО ИНВАРИАНТНЫХ ПОДМНОЖЕСТВ 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО ДЕРЕВА 

Тер},{одинамическое дерево - множество пар вида (g, М), где 
g - число или символ 00, М с: D o - некоторое множество веРШИl1 
Do• Не всякая пара таБОГО вида соответствует точке дерева. Число 
g должно удовлетворять ограничеНИIО g* ~ g ~ sup {G(N) IN Е D}. 
При данно},{ g множество М должно быть классом эквивалентности 
в DOg={VEDoIG(v)~g} по отношению: Vl~gV2, если Е(и\ V2)~g 
либо v 1 = v 2

• Функция в(и 1 , и2 ) определена в разд. 5.2. Вычисляется 
она так: пусть Ed - минимум С· на ребре d с D, Rаждой цепи Р из 
ребер D сопоставляется чисдо Ер - минимум Ed по всем встречаю­
щимся в Р ребрам d; B(V\ и2 ) - максиму)'! Ер по всем соединяющим: 
и\ и2 цепям. В силу очевидных свойств фУНRЦИИ Е(и\ и2 ) (5.12) 
~ g - отношение эквивалентности. Перечи:сленные условия необхо­
димы и достаточны для того, чтобы пара (g, М) соответствовала 
точке термодинамического дерева. 

Обозначим Ug подмножество У, состоящее из тех пар (g', М), 
для которых g' ~ g. Множество U g - образ u~ при проекции D-+ 
-+D/~=Y (U~=={NED\G(N)<g}). 

Мы построим базу Т(У), состоящую из однопараметрического 
семейства множеств Ug и конечного семейства Р. Элементы Р стро­
ятся тан. Удалим из У точку ветвления у. ~fножество У\{у} состо­
ит из нескольких связных компонент. Обозначим: Ь(у) связную 
компоненту У\ {у}, содержащую корень (g*, Do). Остальные связ­
ные I\о},{поненты обозначим а1 (у), ... , al (у). Множества Y\ai(y) 
(i = 1, ... , l) принадлежат Т(У). IIMeHHo они и состаВЛЯIОТ семейст­
во Р. Эту конструкцию удобно представить геометричесни. Пусть 
у изображено как дерево на плоскости тан, что при движении 
«снизу вверх» g растет. После удаления из дерева точки ветвле­
ния оно распадается на несколько связных I\о:мпонент, одна из ко­

торых содержит корень, а другие суть верхние «ветви», соответст­

вующие данной точне ветвления. МIIол~ество Y\ai получается при 
удалении из У одной такой верхней ветви. В интересующих НаС 
случаях корень не является точной ветвлепия, так как предпола­
гается, что dim D > 1. 

Ита:rc:, пусть для кал<дой точки ветвления у Е У множества ai(Y) 
(i = 1, ... , l(y» - связные компоненты У\ {у}, не содерл\ащие нор-
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ня, Р(у) - семейство множеств Y\ai(Y) (i = 1, ... , l(y». По.n:ожml 
Р == U Р (у) - объединение берется по всем точнам ветвления. 

rl р е Д л о 11-\ е Н:И е 5.5. Семейство мuожеств Р U {ив} образует 
базу решет1\,U Т(}Т). 

Д о R а з а т е л ь с т в о этого геоиетричесни очевидного утвержде­

ния строится так. Сначала докажем существование для любого V Е 
Е Т( У) такого конечного множества {Yt, ... , Yl} С: V, что 

V={yEYIYl~Y или Y2~y или ... или YI~Y}. (5.26) 

Далее понажем, что для любого Уо = (g, М) Е У множество 
V(Yo) = {У Е Ylyo ~ У} есть пересечение иа с V(m), где т = (G(v), 
М(и», v-любая вершина из М, M(V)={V'EDolv',...,v}, если 
G(v) < 00, то M(v) = {v}. 

Наконец, завершает доказательство следующее утвер}ндение: 
для любой концевой вершины т = (G(v), M(v» термодина~lичеСI\ОГО 
дерева множество У(т) = {У Е Ylm ~ У} есть пере сечение всех со­
держащих его элементов Р. 

Итан, пусть V Е Т(У). Заметим, что для любых двух У1. 2 Е У, 
у! == (gt, Mt), У2 == (g2, М2 ), возможны только такие соотношения 
мсл\ду M t , М2 : М! с: М2 , М2 С: M t , М! n М2 = fZ5. По построению НО­
ординат (g, М) невозможно, чтобы пересечение М! и М2 было ве­
пусто, но ни одно из этих множеств не ле}:кало бы в другом. Среди 
вторых ноординат М точен (g, М) Е V выберем минимальные по 
включению множества. Их конечное число, т а 1-\ нан D o нонечно. 
Обозначим эти минимальные М через M t , М2, ••• , M1• Ввиду их ми­
нимальности невозможно, чтобы имело место включение 1Jfi С: 17J!!j 
для различных i, j == 1, ... , 1. Для каждого M i (i = 1, ... , l) сущест­
вует мансимум таних g, что (g, M i ) Е V. Это следует из замкнутости 
V. Обозначим TaIioe :максимальное g через gi, а точку (gi, M i) - Yi. 
По построению точеR Yi и в силу положительной инвариантности 
множества V оно может быть задано соотношением (5.26). 

Пусть уо = (g, М) Е У, v Е М, т = (G(v), М(и». Мно}!\ество 
V(m) == {у Е YI n~ ~ У} в:ключает MHOJRecTBo V(Yo) = {у Е УI Уо ~ у}. 
Пусть Vo == Ug n V(m) = {У Е Ylm ~ у, G(y) ~ g}. Множества V(Yo), 
V(m) и Vo ПОЛОiI\ИТСЛЬНО инвариантны. Имеем т ~ Уо, поэтому Уо Е 
Е Vo, следовательно, V(Yo) С: Vo• Пусть У! Е V o, У! = (gt, M t ). Это 
означает, что gl~g, mEM t • Кан уже ОТl\lечалось, если Мt ПМ=I=0, 
то либо М ~ М1 , либо М! ~ М. В первом случае (М С: М1 ) справед­
ливо неравенство Уо ~ У! И У! Е V(Yo). Если М! =1= 1Jf, то включение 
М1 с М невозможно, тан нак М - нласс энвивалентности по отно­
шению ~H' М! - I~ласс Энвивалентности по отношению ~B1 и g1 ~ g. 
Позтому М с: M t , уо ~ У1, V o == V(Yo). 

Пусть v - вершина D, m(G(v), М(и», V(m) = {у Е Ylm ~ у}, 
Уо = (g, М), v Ф. М п, что энвивалентно, Уо Ф V(m). Обозначим Vp(m) 
пересечение всех элементов Р, содержащих m. Множество V р(m) 
положительно инвариантно, поэтому V(m) с: Vp(m). Покажем, что 
уо Ф. Vp(m). ОТСlода ввиду произвольности Уо Ф Vp(т) будет слс~о­
вать равенство Vp(m) = V(m). Обозначим в минимальное из чисел 
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8(и, v'), V' Е М. Пусть Ме - содеРil,ащий v класс ЭI{вивалептности 
в пО8 по отношению ~8. Точка (е, Mt!) Е У есть точка ветвления, 
т ~ (е, Mt!) и УО ~ (е, Mt!). Точки т и УО принадлежат различным 
связным иомпонентам У\ {(е, lJJe )}. Это вытенает из следующего 
описания связных компонент У\{у} для произвольной точки ветв­
ления у Е У. 

Л е м м а 5.13. Пусть у = (g, т) Е У, у - точ~а ветвления. С у­
ществует такое 1 > О, что при б < "(, б > О классь~ эквивалент'Ности 
в М по от'Ноше'Нuю ~C+6 'Не зависят 07' б. Пусть эти классь1, эквива­
леНтности суть 1J!1, ... , Ml. Тогда У\{у} состоит из l + 1 связной 
~омnоltеnтьz,. Одnа из пих содержит коре'Нь дерева У, осталь'Ньz,е 
at, ... , al суть .i"tnO~cecTea вида 

ai = {(g', М') Е Ylg' > g, М' с: M i } (i = 1, ... , l). (5.27) 

Д о к а з а т е л ь с т в о может быть получено из рассмотрения 
непрерывных путей в D и их образов в У с помощью леммы 5.7. 
Обращепие Б D здесь необходимо, таи как в У определена тополо­
гия фантор-пространства. 

Итак, У(m) = Ур(m) и семейство {Ug } U Р образует базу решетки 
т(у). Описание прообразов ис в D тривиально - они задаются не­
равенствами С(ЛТ ) ~ g. Описание нсравенства:ми эле~lентов Р не­
rколько СЛОiI~нее. 

5.8. ОПИСАНИЕ ПЕР АВЕНСТВАМИ 
ПО,JIОiКIiIТЕЛЬНО ИНВАРИАНТНЫХ ПОДМНОЖЕСТВ 

БАЛАНСНОГО МНОГОГРАННИКА 

в предыдущем разделе описана база решетки положительно 
инвариантных подмножеств термодинамического дерева. Она состо­
ит из однопараметрического семейства множеств Ug и еще конеч-

:ного семейства Р. Прообразы Ug в D суть множества и; == {N Е 
Е D \ G (N) ~ g}. Прообразы элемептов Р - дополнения в D прооб-
разов ai (5.27). Множество ai есть связная компонента У\ {у}, не 
содержащая I{ОРНЯ дерева, для HeI'\oTopoii точки ветвления у = 
= (g, М) Е У. Прообраз у - связная компонента поверхности уров­
ИЯ Sg. Прообраз l{ОРНЯ дерева - точка равновесия N*. Следователь-
но, прообраз ai - одна из связных I{омпонент D" и~, так как об­
раз И, в У леj-КИТ в той связной компоненте У\{у}, которая содер­
жит корень дерева. Подчеркнем, что дЛЯ ТОЧI\И ветвления у = 
= (g, М) Е У выполнено неравенство g < 00, а g = 00 возможно толь-
1\0 для I\онцевых вершин дерева. Все связные Rомпоненты мо-жно 
(Jписать, следуя результатам разд. 5.1. Для ::этого надо построить 

..... с 

граф D",ug , удалив из 1) все вершины v, в которых G(v) ~g и 
все ребра d, на которых минимум G, ed ~ g. Допуская вольность, 
одинаково обозначаем вершины и ребра [j и вершины и ребра D. 
Обозначим ЛС граф fj ''"'' и;. Связные компоненты Vi графа }jg вза­
имно однозначно cooTBeTcTBYIOT связным !{омпонентам W i миожест-



ва D'" U~. Пусть V i - связная компонента Dg, VOi - множество ее 
вершин. Среди ребер JJ, включающих вершины из VOi' есть и такие, 
которые не принадлежат V i • На этих ребрах d будет Ed ~ К. Пусть 
d - ребро lJ, содержащее накую-либо одну вершину из VOi, Ed ~ К. 
Выберем на ребре d одну точку ed, в которой G(ed) ~ К. Множество 
точек ed для :всех таних ребер d обозначим Qdi. СоотвеТСТВУЮIJ~ая 

~ri связная номпонента W i множества D '''" u~ есть 

(5.28) 

ито описание отличается от данного в (5.10), (5.11) тем, что вместо 
объединения U U Qd В (5.28) входит 11ножество Qdi. Доназательство 
совпадает с приведенным в разд. 5.1. Отличие состоит в развой 
слОЖности вычислений. Если нужно описать неравенствами одно 
W i , то использование множества Qdi часто удобнее. В том случае~ 
Богда нул\ны все W i , может оказаться удобнее использовать множе­
ство ио U Qd - одно для всех. 

Дополнение W в D может бы1Ъ описано исходя из (5.28), 
а также непосредственно аналогичным образом: 

(5.29) 

Некоторые из множеств D\ W i , найденные для нонечного набора 
значений К, соответствующих точкам ветвления, и есть искомые 
прообразы элементов Р. Выясним, наRие именно. Для данного g 
точка ветвления (g, М) Е У существует тогда и толы{о тогда, когда 
g = E(V\ v2

) для некоторых вершин vt, v2 Е Do и g < 00. Пусть g = 
= e(v1

, v2
), g < 00. Обозначим Dog множество тех v Е DO, для кото­

рых G(v) ~ g. Разобье1-1 D og на классы эквивалентности по отноше­
нию ~a: v1 ~ gV

2
, если e(v\ v2

) ~ g или и 1 = и2 • Обозначим эти нлас­
сы энвивалентности М1 , ••• , M1• Кан было показано в разд. 5.2, 
1Jf1, ••• , M l есть совокупность вторых координат всех точек (g, lJf) Е 
Е JT. Точка (g, M i ) является точкой ветвления тогда и толы\o тогда, 
ногда e(v, v') = g для некоторых v, v' Е M i • По условию (К, M i ) есть 
точна ветвления хотя бы для одного i. Такое i не обязательно един­
ственно. Из:м:еняя, если потребуется, нумерацию, ПОЛОiI\ИМ: (К, lWi ) -

ТОЧI~а ветвления для i = 1, ... , r. 
Рассмотрим отношение энвивалентности ~E+: v1 '--,+и2 , если 

е(и\ v2
) > g или и1 = и2 • Каждое M i (i = 1, ... , r) разбивается на 

пеСI\ОЛЬКО классов ЭI~вивалентности по отношению ~B+. Обозначим 
СОВОI{УПНОСТЬ всех этих !\лассов эквивалентности через V01 , ••• , V.q• 

КаfI~ДОМУ VOi (i = 1, ... , q) сопоставим совокупность тех ребер d с 
с D, ноторые содержат одну и только одну вершину из VOi• Обозна­
чим эту совокупность ребер D1i• На любом ребре d Е D li существуют 
ТОЧЕИ е, в которых G(e) ~ К. Выберем по одной такой точке ed на 
I~а}кдом d Е D1i• Множество точек e(j для данного i обозначим Qdi. 
Построим множества D\Wi (5.29). Обозначим Ра совокупность всех 
MHoiRecTB D\Wi для данпого g = e(v\ v2

). Пусть Р' - объединепие 
р приg<оо К=Е(и1 v2

) v1 v2 ED 
6 , '" о. 
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Т е о р е м а 5.1. С е.меUство m,T-tО:JIсеств 

P'U{{N Е DIG(N) ~ g} Ig* ~ g ~ со} 

образует базу решеткu T(D) nОдОJlCuтельно uнварuаНТ1tьzх nодм,но­
жеств D. 

I\ак построить V(N) - мнол\ество таI\ИХ N' Е D, что N ~ N'? 
Если построены все элементы Р', ТО это сделать нетрудно: 

V (N) == {N' Е D' G (N) ~ G (N')} n ( n W). (5.30) 
~VEP'.NEW 

Таким образом, V{N) есть пересечение МПОi!\ества U~{N) == {N' Е 
е D 1 G (N') ~ G (N)} со всеми элементами Р', содержащими N. 

Насколько сильно отличается V(N) от множества (N' Е DI 
I G(N') ~ G (N)}? ДЛЯ небольших размерностей D отличия могут 
быть весьма сильны. Так, в одномерном случае Р' состоит из двух 
множеств, наждое из ноторых содержит ТОЧI{И, лежащие «по одну 

сторону» ОТ равновесия. Примеры для двумерного случая приведе­
вы в гл. 1. Опыт расчетов, однаI{О, показывает, что для больших 
размерностей, если все балансы одпого порядка, то V(N) !\Iало ОТ-

личается от U~OV) = {N' Е D I G (N') ~ G (N)}. Если л\е значения 
одних балансов много меньше, чем других, то это ПРИВОДИТ К эф­
фективному уменьшению размерности. Важной задачей представ­
ляется поиск аналитических оцеНОI{, ноторые с хорошей точностью 
заменяли бы ГРОМОЗДIiУЮ процедуру вычисления (5.29) для больших 
размерностей. Эта задача пока еще не решена. 

Вычислительно наиболее громоздко построение ВЫПУI\ЛОЙ обо­
лочки в (5.29). I\роме этого, требуется вычислять МIIНИМУМЫ G па 
ребрах D, функцию e(v\ v2

) для вершин и1 ,2 и искать нлассы эк­
вивалентности в Do по отношению ~g. Логически самая простая 
последовательность действия для вычисления V(N) TaI\OBa. 

1. Строится граф J) балансного многогранника. 
2. Для каждого ребра d с: D вычисляется Ed - минимум G на 

d и точна этого минимума ed. 
3. Для всех пар vt, V

Z Е D o вычисляется e(v\ V2) - максимум 
Ер по всем цепям Р, соединяющим v\ v2 В lJ. Число Ер - минимум 
Ed по ребрам, входящим в Р. 

4. Для каждого g < 00, принадлежащего области значений 
функции E(V

1
, v2

), строятся базисные ПОЛОil~ительно инвариантные 
1tlножества D\Wi (см. выше в этом разделе). Строятся - значит, 
описываются неравенствами. Совокупность этих MHoiKecTB Р'. 

5. Для данного N проверяется, каким из элементов Р' принад­
лежит N, и строится V(N) (5.30). 




