
ГЛАВА 3 

КВА3ИРАВНОВЕСИЕ И МАКСИМУМ ЭНТРОПИИ 

3.t. ИСКЛЮЧЕНИЕ БЫСТРЫХ пЕрЕмЕIIных. 
С ПОМОЩЬЮ фуНКции ЛЯПУНОВА 

Популярпейший прием изучения динаМИК}1 сколько-нибудь 
СЛОiКНЫХ объектов состоит в разделении движений на быстрые и 
медленные с последующим исключением быстрых. В результате 
получают систему уравнений, описывающих эволюцию медленных 
переменных. Достаточные услови:я примеНИМОСТII этого подхода 
обычно формулируют как набор ограничений, налагаемых на воз­
можную динамику «быстрой подсистемы», которая описывает из­
менения быстрых переменпых в предположении постоянства мед­
ленных. 

К сол,алению, нередко встречаются ситуации, в которых без 
такого приема не обойтись, а доказательство его применимости от­
сутствует. Это относится практически ко всей физической кинети­
ке. Здесь поступают по той ,ке схеме, разделяя процессы релакса­
ции на быстрые и медленные. Несмотря на отсутствие в большин­
стве случаев строгих доказательств, накопленный опыт работы 
предохраняет от грубых ошибок. 

В данной главе продемонстрировано, как из микроописанил 
110ГУТ быть получены уравнепия макрокинетики:. Основой анализа 
является предполо,.кение о том, что если выбор макроскопичеСБИХ 
переменных произведен правильно, то «все остальное» быстро ре­
лаксирует - распределение вероятностей микроскопических веЛII­
чин по прошествии малого отрезка времени с высокой точностью 
определяется значениями макроскопических переменных. Будем 
называть это предположение гипотезой квазиравновесия. 

Название «макроскопические» переменные несколько условно 
и имеет целью подчеркнуть отношение этих переменных ко «всем:у 

остальному». «Макроскопической» может быть, например, одноча­
стичная функция распределения по отпошению к полном:у оппса­
пию системы. 

Цель главы - ИЗЛОjI,епие наиболее примитивной процедуры 
получения уравнений для медленных переменных и обсуждение 
вида этих уравнений. В соответствии с этим выбрана простейmал 
модель микроописания - конечная эргодическая цепь Маркова. За 
такое упрощение приходится платить - гипотеза квазиравновеснк 

останется только гипотезой. Не исключено, что за пределами M:a7IO­

интересных частных случаев ее доказательство l\IОfБет быть получе­
но только для очень больших систем (возможен такой критерий 
макроскопичности: существует разбиение системы на части, микро­
описание которых совпадает с ее собственным). Кроме того, мы по­
теряем все эффекты, связанные с фазовыми переходами. 

Сокращение описания будет производиться с помощью функ-
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ций Ляпунова. Этот формализм представляет собой вариант извест. .. 
ного «принципа» условпого максимума энтропии при данных зна­

чениях маБроскопических переменпых. 

Напомним основные понятия выпуклого анализа, используемые 
в даЛЫlеЙшем. 

Подмножество и векторного пространства Е называется вь~­
nу~.ль~.м" если вместе с любыми двумя точками %1' %2 Е U В U со­
держится соединяющий их отрезок прямой: если %1' %2 Е и, то дли 
любого числа л Е [О, 1] 

(3.1) 

Пересечение любого семейства выпуклых множеств выпукло. 
Вь~nу~.лоЙ обо.лочк,оЙ подмножества М векторного пространства 

Е называется наименьшее выпуклое множество со М, включающее 
М,- пересечепие всех включающих М выпуклых множеств. 

Если множество U с Е выпукло, %1, ••• , %", Е и, ЛI, ... , л", ~ O~ 

~ л,i = 1, то ~ Лi%i Е и. Отсюда еще одно опрецеление выпуклой 
i i 
оболочки: 

соМ = {~1 ЛiХi I Хl' • • ., Xk Е М, Лl' •.• , Лk~О, ± Лi = 1, k < оо}. 
i=l 

(3.2} 

Если dim Е = n, то в (3.2) достаточно ограничиться случаем k ~ 
:s:;; n + 1 - теорема I\аратеодори. 

М н,огог paн,н,u~o.м, называется выпуклая оболочка конечного 
множества точек. Существует важное обобщение понятия вершины 
на случай произвольных выпуклых множеств. Точка % е и называ­
ется ~paйн,eй, если она не является серединой никакого отрезка 
прямой, лежащего в и: для любого у Е Е, у -+ О, если % + У Е и,. 
то % - У ~ и. Поскольку далее используется топология, будем 
полагать Е ==RfI, хотя возможны очень сильные обобщения. 
Компактное выпуклое множество есть выпуклая оболочка мно­
жества своих крайних точек. В частности, вершины многогранни­
ка - его крайние точки, и многогранник есть выпуклая оболочка 
вершин. Иногда множество крайних точек U - вся граница и, па­
пример, крайние точки замкнутого круга составляют окружность. 

Функция j, заданная на выпуклом множестве U с Е, называ­
ется вь~nу~.лоЙ, если ее надграфик, т. е. множество пар 

(3.3) 

- выпуклое в Е Х R множество. Иногда удобно рассматривать 
функц:ии, которые могут принимать значение 00. Если возникает 
необходимость изучать функции f с невыпумой областью опреде­
ления V с Е, то полагают, что j выпукла, если выпукло ее ограни­
ченпе па ЛIобое выпуклое ПОДJ\tllIоа-\ество 1'. Если выпукло ограни­
чение ФУНI~ЦIIИ f па JJюбой отрезок прямой из облаСТII определения, 
то f выпукла. Дифференцируемая функция j нласса С2 выпукла 
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'тогда и только тогда, когда матрица вторых производных B2t/BXiBXj 
неотрицательно определена - все ее собственные значения неотри­
-цательны. Гладкая выпуклая функция t, заданная на выпуклом 
множестве и с: Rn, удовлетворяет неравенству 

t (х1) - t (х2) ~ (V1 t Iж2, х1 
- х2) = ~ (Bt/aXi)x=x2 (xt-

~ 

- X~), х1 , х2 Е и. (3.4) 

Геометрически это означает, что график f лежит над касательноi 
к нему в точке Х = х2 гиперплоскостью. 

Функция f называется строго въ~nу~лой, если в области опре­
.деления не существует отрезка, на котором она постоянна и конеч­

на. Достаточное условие строгой выпуклости дифференцируемой 
функции класса С2 есть положительная определенность матрицы 
ее вторых производных a2flax iaXj. 

Среди точек максимума пепрерывной выпуклой функции на 
компактном МНО}Бестве U (не обязательно выпуклом) есть гранич~ 
ные точки и, а если U выпукло, то крайние. Множество точек ии­
нимума выпуклой функции на выпуклом множестве U выпукло 
(может быть пусто). Строго выпуклая непрерывная функция дости­
гает своего максимума на компактном МНОJl\естве U только в гра­
ничных точках и, а если U выпукло, то в крайних. Строго выпук-
.лая функция может достигать своего конечного минимума на вы­
пуклом MHOiKecTBe только в одпой точке. 

Функция f называется вогнутой, если функция -! выпукла. 
Всякая конечная выпуклая функция на открытом подмножест­

ве Rn непрерывна. 
Пусть в области и с: Rn задана С2-гладкая функция Н. Сопо­

'ставии каждой точке х Е и вектор J.L = v жН: f.,ti == BH/BXi. Если иатри­
ца af.,ti/BXj = B2H/BxiBxj невырожденна, то для преобразования Х -+- ,..., 

-лонально (в окрестности каждой точки) существует дифференциру­
емое обратное. Переменные J.L часто называют соnряже1tnъ~мu, а пре-
~.образование Х -+ J.L - переходом ~ соnряжеnnы,M ~oopдunaTaM. Пусть 
на отнрытом множестве V с: и преобразование Х -+ J.L обратимо­
определена функция X(J.L). Предполагая ее гладкость, опишем обрат­
ное преобразование J.t -+ Х таким же способом, как и прямое. Для 
:этого введем функцию 

G (~) = (~, Х (~» - н (Х (,..,») = ~ fliXi (fl) - н (Х (fl)), 
i 

BG/Bl1i = Xi + ~ ~,aX,/afli - ~ (дН/дх,) (BX,/B~i) = Xi. 
i J 

(3.5) 

Функция G называется nреобравоваnuем Лежандра Н. 
Используя сопряженные координаты, можно прос.то записать 

JIеобходимые условия экстремума в задачах с линейными условия­
-ми на открытом множестве: 

Н(х) -+- min, 

~mHX' .. M i (i = 1, ... , k), ХЕ и. 
j 

(3.6) 



Применяя :метод веопределенных множителей, получим систему 
уравнений, выражающую необходимые условия для (3.6): 

~; = ~ Лimij (j = 1, ... , n), ~ mirj = Лfi (i == 1, ... , k), (З.7} 
i j 

rде л,i (i = 1, ... , k) - неопределенные множители. Нак видим, 
необходимые условия экстремума выражаются системой уравнений, 
одна часть которых линейна в координатах х, а другая - в сопря­
женных координатах f.,t. 

Пусть задано преобразование Лежандра G(J.L) функции В(х), 
преобразование х ~ J.1 имеет rладкое обратное, и известно, что ДЛЯ 
некоторого открытого множества значений вектора М = (Mt , ••• 

. .. , M k ) Е Rk решение задачи (3.6) единственно, а точка минимума 
Xmln и, следовательно, минимальное значение Hm1n гладко зависят' 
от М, Hm1n = Н(М). Обозначим J.LMi = BH(M)IBMi , J.LM - вектор с ко­
ординатами J,tMi. Выясним, какую информацию о функции Н(М) 
кожно получить исходя из В(х), G(x) и не реш~я уравнений. По 
данному значению вектора f.1M сразу находим вектор f.1 в соответ-
ствующей точке условного минимума flj = ~ f!Mtmi;· Отсюда по-

i 
лучаем 

х (f..tM) == (V p,G (f..t»JA.i=1:JA.Mimij· 
i 

(3.В} 

По даному х( 1-1)1) определяем М( 11М) и Н(М( J!M»: 

M i (f.!M) = ~ mijxj (11м), н (М (~M» == Н (х (~M». (3.9)' 
j 

Наконец, находим преобразование Лежандра функции Н(М), кото­
рое будем обозначать G(f..tM): 

G(J.LM) = (f..tM, М(J.Lи» - H(M(f.,tN») = G(f..t(J.LM». (3.10) 

и так, не решая никаких уравнений, можно исходя из функций 
Н(х), G(x) определить зависимости f.,t(f.1M), :V(J.LM), M(f.1M), B(M(J.LM»,. 
G(J.LJl). Автор надеется, что одинаковое обозначение н(х) и соответ­
ствующей функции условного минимума Н(М) IJ а также их преоб­
разований Лежандра G(f.,t) и G(J.LM) не приведет R путанице. Заме­
тим, что при наших предположениях из обратимости преобразова­
вия х -+ f.,t вытекает обратимость преобразовавия М ~ J.1M, более то­
го, функция M(f.,tM) строится в явном виде. 

Выпуклость функции Н(х) обычно облегчает проверку ПРИIIЯ­
тых предположений: существования и единственности условного· 
минимума, глобальной обратимости преобразования х ~ 11, гладко-­
сти Н(М). Подчеркнем, что для них выпу:клость Н(х) не является' 
ии необходимым, ни достаточным условием. Если выпукла функция' 
н(х), то функция условного минимума Н(М) тоже выпукла. 

Перейдем к задаче исключения быстрых переменных. Пусть В' 
ВЫПУRЛОЙ области U с: Rn задана систем:а дифференциальных 
уравнений 

i = F(x) (3.11 ») 
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се гладкими правыми частями. Пусть TaKil\e определено линейное 

отображение х -+ М, M i = ~ miixj фазового пространства в про-
i 

странство медленных переменпых М. Исключая линейно зависимые 
фупкции Mi(x), всюду, где это потребуется, можно считать, что 
среди строк матрицы mij нет линейно зависимых. 

Предполо}ким, что в ивтересующе:й IIac области начальных 
условий хО решения (3.11) x(t) ведут себя так: вентор x(t) быстро 
приБЛИ;'I~ается к значению, определяемому значениями медленных 
переменных М, после чего х можно считать с хорошей точностью 
функциеи М, а сама эта функция одна для всех пачальных условий. 
Таким образом: 
i\.) ДЛЯ каждого значения медленных перемеlIНЫХ М с: м(и) суще­
·ствует такое х = х*(М), что если М(хО ) = МО , то x(t) быстро попа­
дает в малую окрестность х*(МО ), и в течение ЭТОГО времепи M(x(t» 
практически не измепяется; 

Б) в ходе дальнейшей эволюции x(t) находится в малой окрестности 
.значения х, СООтветствующего M(x(t», т. е. x(t) близко к 
:x*(M(x(t») . 

Строго обосновать А, Б в неравновеСlIОЙ термодипаМИI{е для 
,ситуаций реальной сложности обычно не удается - эти предполо­
л\енин являются, вероятно, наиболее узким местом. Мы припимаем 
ИХ, ПОСКОЛЬБУ уверены, что изменение макроскопических пере мен­

I(blX МОSI~НО описать автономной системой дифференциальных урав­
нений первого порядка, а если этого сделать все ~Бе нельзя, то ско" 
~ee всего следует дополнить список макроскопических переменных 

lIСХОДЯ из физических особенностей описываемого процесса. 
Если функция х*(М) известна, то можно записать 

М = mF (х* (М», Mi = ~ mijF; (х* (М). (3.12) 
j 

Вообще говоря, этим уравнением мо}нно пользоваться только па 
ограниченных отрезках времени, Ile больших некоторого. Правая 
часть (3.12) mF(x*(M» все ,не не точно совпадает с mF(x(t», это 
может привести к накоплению ошибок и в результате к тому, что 
за достаточно большое время решение (3.12) и истинное значение 
M(x(t» сильно разойдутся. Исключением является тот случай, 
':когда согласно (3.12) M(t) стремится при t -+ 00 к единственной 
устойчивой неподвижпой точке. Если решение (3.12) и IIстинные 
значения M(x(t» не успевают сильно разойтись за время, в тече­
нпе которого решение (3.12) попадает в малую окрестность непод­
RИЖНОЙ точки, то уравнениями (3.12) можно пользоваться п 
при t -+ 00. 

Построение функции х* (М) дЛЯ отдельно взятой СIIстемы ие 
может быть произведено однозначно, однако произвол мал в том 
}Бе смысле, в наном мала окрестность x*(M(x(t»), где происходит 
,движение после небольшого отрезка врем:епи. 

Пусть для системы (3.11) известна ФУННЦIIЛ Ляпунова Н(х), 
убывающая вдоль траекторий. Можно попытаться постропть завп-
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СИ?tIОСТЬ х*(М) как решение задачи н(х) -+ min, mх = М. Этот путь 
представляется естественным, однако он не следует однозначно из 

преДlIолоа~ений А, Б. Может оказаться, например, что функция Н 
очень чувствительна к изменениям l4едленных переменных и ма­

:10 - К изменениям быстрых. В таком случае построение х*(М) 
нан точки условного МlIнимума Н не обязательпо приведет R желае­
М:ОМУ результату. Хотя следующее соображение не решает пробле­
мы, 0110 может оказаться полезным. В приложениях система (3.11) 
обычно зависит от ряда параметров. КаЛl\ется более разумным ис­
пользовать функцию Ляпунова, иоторая от IIИХ не зависит, если 
таRовая существует. Это особенно важно в том случае, когда среди 
параметров есть такие, величина которых определяет возможность 

разделения перемеппых на быстрые и медленные. 
Итак, будем исключать быстрые перемениые с ПОМОЩЬЮ ФУНК­

ЦИИ Ляпунова. Пусть для исходной системы задаllа функция Ля­
пунова Н, преобразование х -+- ~t = V %Н имеет rладкое обратное и 
известна функция G(J.1) - преобразование Лежандра функции Н(х). 
Предполагаем также, что ДЛЯ каждоrо М Е м(и) задача (3.6) имеет 
ед:ипственное решение, точка минимума х*(М) и функция условного 
минимума Н(М) гладко зависят от М. Задаваясь значением J.tи = 
= V Ml/(M), МОiI\ПО наЙТII IJ.(IJ.M), X(IJ.(J.tM)) - СМ. (3.8)-(3.10). В ре­
зультате получаем 

. 
м = mF (\7 ~G (J-t) 1~=~Mт), 

где J.,t~'\lm - произведение вектора-строки f.LM на матрицу т: 

(ltMm)j = ~ ~Mimij, 
i 

(3.13) 

V ~G - вектор с компонентами дС / BJ.,ti, производные берутся в точке 
f.L = J.,tMm. 11равые части уравнений (3.13) определены как функции 
J-tl\-I. Чтобы задать их нак функции М, надо провести преобразова­
ние Лежандра, найти по G(J.t1\rI) (3.10) функцию Н(М) и соответ­
ственно J.,tM(M) = V мН(М). Сделать это в явном виде для столь об­
щего случая невозмол,но. Задание правых частей уравнения кине­
тики как функций СОПРЯ~I-\енных переменных представляется есте­
ственпыIM и очень удобным приемом (см., например, кинетический 
заI{ОII (2.43)). Если исходно правые части (3.11) определены ках 
функции J.L: i = W(J.,t), то уравнения (3.13) приобретают особенно 
простой вид 

5/ = т '1' ( f.,tr.r т) . (3.13') 

Н<М) есть функция Ляпунова для (3.13), ее произволъная по вре­
меНlI в СIIЛУ систеы1ы (3.13) IIеПОЛОiI~ительпа. Действительно, 

Н(М) = (J.tM' mЧ'(J.Lмm» = (f.,t}'[m, 'I'(J.LMm») ~ О, 

таи нан (J.1, чг (J.L)) = й(х) ~ о. 
При IIеоБХОДИ~IОСТИ легко производить дальнейшее JIсключение 

перемеuных из (3.13) с помощью (РУНRЦИИ Н(М). Правые части по-
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лучаемых уравнепий снова будут заданы как функции СОПРЯiI,ен­
Hыx переменных, а функция условного минимума вновь окаа\етсн 
функцией Ляпунова. Подчеркнем, что в (3.13') вообще не входяТ' 
в ЯВIIОМ виде функции Н и G - оп:и появляются только в тех слу­
чаях, когда надо установить связь между переменными М и: f.,tl\l или 
х и Jl. 

Выпуклость Н, строго говоря, нигде не использовалась, однако 
естественная область примепеJIИЯ описанного формализма - спсте­
мы с выпуклыми функциями Ляпунова Н(х), или по крайней :\lере' 
е такими Н, что МНО,Бества вида {xIH(x) < h} выпуклы. В против­
ном случае существуют линейные многообразия, па которых ло-. 
кальный минимум Н неединетвен. I\онечномерность фазового про­
странства не столь существепна - все изло}неНIIое может без 
существенных измепений быть перенесено и на бесконечномерный 
случай при соответствующих предположениях. Пусть Е - бапахово, 
пространство, и с Е - выпуклое открытое множество, Н: и ~ R -
С2-гладкая функция. RаiКДОЙ точке х Е и сопоставляется ЛИIIеiIНЫК 
Функциопал f.,tx Е Е*: f..tx = V хН - дифференциал Н в точке х. Пусть 
V - мно}нество значений f.,tx при х Е и 11 в окрестности V задан() 
rлаДRое отображение чг из Е* 'в Е. Рассматриваемая ТРОЙI\а 
(и, Н, Ч') определяет спстему уравнений 

:i = '1' (f.t:.). (3.14) 

Пусть L - замкнутое подпространство Е и для любого М Е и I L 
задача Н (х) ~ min, х/ L = М, Х Е и имеет единственное решение 
Хтln, С2-гладко зависящее от М, Н(М) = Н(Хтln). Положим f.,t~f = 
= V J.f[{(M) Е (E/L)* с: Е*, определим фактор-систему - точный ана­
лог (3.13): 

(3.15) 

Здесь аргумент 'l' - линейный функционал flM: flMX = J!M(xIL). 
Описанная процедура :исключеНIIЯ переl\'IеПIIЫХ обладает одним 

важным и очевидным свойством: если потребовалось произвести 
дальнейшее упрощение 1I перейти к перемененым N = N(M), то, 
ПРИ~fеIIИВ изложенный формализм R системе (3.15) с фУНКЦIIеЙ" 
Н(М), получим тот }Iie результат, что и при непосреДствеННО~f пе­
реходе с помощью этого формализма от Х R N(x) = N(M(x». Таким 
образом, цепочка исключений Х -+ М -+ N приводит К тому же от­
вету, что и прямое ис:ключение Х -+ N. 

I-Iеправи:льно было бы полагать, что функция Н(х) обязательно­
должна быть функцией Ляпунова для исходной системы и в про­
тивном: случае результат не заслуживает доверия. Использование· 
функций Ляпунова выглядит, конечно, убедительнее, особенно при 
отсутствии строгого обоснования. Легно, однано, привести примеры 
вполне правомерпого упрощения, в :которых Н(Х) не является 
функцией Ляпунова. Действительно, пусть х = (у, z), у Е Rn, z Е 
Е Rщ и: в выпуклой области и = v х w задана система уравнениii 
еу = !(у, z), i = <р(у, z), 8 - малый параметр. Пусть, далее, для лю­
бого z Е W В V существует единственное решение y*(z) системы: 
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уравнений j(y, z) = О, точка y*(z) при фИКСJlрованном z - асимпто­
тически устойчивая неподвижная точка быстрой подсистемы у == 
= j(y, Z), и пусть Rая~дое решение этой подсистемы y(t) с началь­
НЫМII условиями у(О) Е V стремится к y*(z) при t ~ 00. Существует 
"IHOrO таких функций Н(х), х Е и, что Y*(ZO) для любого ZO Е w­
единственное решение экстремальной задачи Н(у, z) ~ min, z = ZO. 
Используя любую из них для исключения быстрых переменныx у, 
получим правильное уравиеПlfе для медленных i = <p(y*(z), z). 
Очевидно, что далеко не все такие Н являются функциями Ляпу­
нова - в их определение даже не входит векторное поле j, а толь­
ко пули f - Y*'(z). 

3.2. ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА ДЛЯ ЦЕПЕЙ МАРКОВА 

Пусть задано некоторое конечное множество состояний E t , , 
... , Еn и известно, что система может находиться только в этих 
состояпиях. Предположим, что вероятность перехода Pij('t) из Е; в 
E i за время 't ~ О ие зависит от предыстории. Тогда для любого 
пеотрицательного Т1 ~ Т получим 

n 

~ P ik (Тl) Pki (Т - Тl) = P i ; (Т). (3.16) 
k=l 

Выражение (3.16) означает, что вероятность перехода за время Т 
из E j в E i является суммой вероятностей взаимоисключающих со­
бытий. Rаждое из таких событий есть переход за время 't - Т1 из 
Ej в Eh, и, далее, за время Т из Eh, в E i • Всего таких событий n 
(k = 1, ... , n), и если произоmел переход из Е; в E i за время Т, то 
произошло хотя бы одно 113 них. Это можно изобразить схе­
){атически: 

РU(Т) = Р(Ег:'Еi ) = ~ P(Ei~ Ek-'::E.). (3.17) 
k=l 

Ввиду предположения о независимости вероятности перехода от 
предыстории получаем 

Р (Ei~ Ek-:Ei) = Р (Ej~ Ek ) Р (Ek~Ei). (3.18) 

Формулы (3.17), (3.18) и дают (3.16). 
Пусть функции Pij ( Т) дифференцируемы и qij = dPij ( "C)/d'tlt=o. 

Тогда в соответствии с (3.16) 

" 
dP ii (1:)/d1: = ~ QikPkj (1:), Р ii (О) = бiJ (3.19) 

k=l 

ИЛИ В матричных обозначениях Р = QP, Р(О) = 1. Распределение 
вероятностей состояний системы будем описывать вектором р 
с l\оординатами pi, Pi есть вероятность системы находиться в состо­
ЯНИИ E i • Вектор Р удовлетворяет уравнению с той iI,е матрицей 
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:коэффициентов Q, что и в уравнениях ДЛЯ переходных веро­
ятностей: 

р = Qp, Pi = ~ QikPk (р (t) = Р (t) Р (О)). (3.20) 
k 

Чтобы уравнения (3.20) описывали эволюцию распределения 
вероятностей для какой-нибудь цепи Маркова, необходимо :и доста­
точно выполнения двух условий: для любого k 

n 

~ qik = О (3.21) 
i=l 

Il qij ~ О при i =1= j. Первое условие есть следствие формулы полной 
вероятности: сумма вероятностей Pi ДОЛ,Rна быть постоянпой И В 
любой момент времени равной 1. Второе условие эквивалентно не­
отрицательности вероятностей - при его нарушении можно подо­
брать такое начальное распределение вероятностей, что со временем 
I~акие-нибудь Pi станут, эволюционируя в силу (3.20), отрицатель­
ными. 

Выразим с помощью (3.21) qii через qij (i·::p j): 

(3.22) 

Здесь суммирование ПРОИ3ВОДИТСЯ по всем j, IIe равным i. Подста­
ВИl\1 выраiнение (3.22) в уравнения ДЛЯ р (3.20): 

Pi = .~ (QijPj - QiiPi)· (3.23) 
1,j=l=i 

"У'равнения (3.23) описывают эволюцию распределения вероятностей 
какой-нибудь цепи Маркова тогда и только тогда, когда все коэф­
фициенты qij (i =1= j) неотрицателыты: Qij ~ О (i =1= j). 

Иногда удобна еще одна форма записи (3.20). Пусть существует 
положительное стационарное распределение вероятностей р*: 

p~ > о (i = 1, ... , n), Qp* ~ О, ~ QiiP; = ! QiiP:. (3.24) 
j,i=#=i ;,;#-i 

Преобразуем правую часть (3.23), используя условие стационарно­
СТII р* (3.24): 

. ~ * ( Р; Pi ) 
Pi = ~ QiJP; ... - ---. • 

•• -t.. р. р. 
1,1т-'I, 1 1, 

(3.25) 

3 а м е ч а н и е. Мы обознаЧИЛII Pij ( "() вероятность перехода из 
E j в E i за время Т. 1:.Iаще поступают наоборот" обозначая эту веро­
ятность Pji ( Т). Выбор наших обозначений вызван желанием полу­
чить для распределения вероятностей уравнения (3.20), в которых 
матрица коэффициентов СТОIIТ перед р. 

Rаi-НДОЙ маРКОВСRОЙ цепи сопоставим ориентированный rраф 
переходов. Вершины этого графа взаимно однозначно соответс.тву­
IOT Ei • Вершину Ej соединим с веРIJIИНОЙ E i (j =1= i) ребром, орп-
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ентировапным от Е, к E i , если qij> о. Некоторые вершины E i , Е; 
могут быть соединены двумя ребрами с противоположной ориента­
цией. Особенно важен тот случай, когда граф переходов ориентиро­
ванно связен, т. е. можно пройти по ребрам от любой вершины к 
любой другой, двигаясь по направлению стрелок. 

Центральное место в теории конечных цепей Маркова занима­
ет следующая эргодическая теорема. 

т е о р е м а 3.1. Пусть граф переходов -понечной цепи Мар-пова 
ориентированно связен. Тогда существует положительное стацио-

1tapHOe распределение вероятностей р*, Р: > О,и для любого началь­
nого распределепия р(О) = рО решение p(t) уравнепий (3.20) стре­
мится -п р* при t -+ 00. 

д о к а з а т е л ь с т в о приведено в большинстве учебников. Оно 
основывается на двух леммах. 

Л е м м а 3.1. Если граф переходов ориеnтированnо связен, то 
для любого 't' > О .матрица nepexoдnь~x веРОЯТНQстей P('t) строго 
nоложuте.!Lъnа - все ее эле,м,еnТЬL больше пуля: Pij('t) > о. 

л е м м а 3.2. Пусть Р - положительпая матрица nepexoдHЬ~X 

вероятностей (Р ij > О, ~ Рн = 1 для всех j = 1, ... , n), pl, i-

два вектора распределения вероятностей (Р}, р1 ~ О; f р} = ~ Р' = 

= 1) и для любого n-мерного вектора х 

n 

Ilxl' == ~ Xi. (3.26) 
i=l 

Тогда \IРрl - Рр2 11 ~ allpt - р2 11, где 

а = -{- ~~X ~ \Pki - Pkj 1· 
~,1 А 

(3.27) 

Все возможные распределения вероятностей р образуют так 

называемый стандартный симплекс: Pi ~ О, ~ Pi = 1. ВеРШIIНЫ 
i 

этого симплекса - векторы распределения вероятностей, у БОТОРЫХ 
одна компонента 1, остальные О, т. е. для них система с вероят­
ностью 1 находится в каком-то одном состоянии. Согласно лемме 
3.2 преобразование стандартного симплекса р -+ Рр с помощью по­
ложительной матрицы переходных вероятностей Р есть сжатие: 
расстояние (3.26) между любыми его точками уменьшается. Число 
ct - коэффициент СjRатил - ПОRазывает, во снолько раз уменьшает­
ся расстояние. 

Всюду далее предполагаем, что граф переходов ориентированно 
связен, р* - положительное стационарное распределение вероят­
ностей. 

Из леl\fМЫ 3.2 следует, что Фуннцил IIp(t) - р*" - расстояние 
от p(t) до р* в метрпке (3.26) - убывает вдоль решений (3.20) p(t) 

(Pi~O, ~Pi =1)- Эта функция обладает рядом достоинств: она вы-
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ПУI~Jlа и зависит только от стационарного распределения р* - коэф­
фицпепты qij явно в нее не входят. R СОп~алеппю, использовать 
I/p - p*11 для сокращения описания по рецептам предыдущего раз­
дела не представляется возможным - allxII/aXi = sign Xi, а преобра­
зование Xi -+- sign Xi удручающе не взаимно однозначно. 

Изложим теперь способ построения по любой выпуклой Фупк­
цпи одного перемеНIIОГО функции Ляпунова для I\онечной цепи 
I\1apHoBa с заданным стационарным распределением вероятно­
стей р*. 

Пусть h(x) - выпуклая функция одпого перемеппого Х Е (о, 00) 
класса С\ h" (Х) > о. llоложим для любого I10ЛОiI,птеЛJ)НОГО распре-
деления вероятностей Р (Pi > о) 

Hh(p) == ~P~h(Pilp;). (3.28) 
i 

Легко проверить, что Hh(p) - ВЫПУRлая фУНRЦИЯ р. ВЫЧllСЛП~1 про­
II3ВОДНУЮ этой функции по времени в силу системы (3.25) в точ­
ке Р (Pi>O): 

(3.29) 

Используя условие стационарности р* (3.24), получим 

. ~ .QiiP'j (h (Р;) - h (' P~)) = . ~ .h (Р;) (QijP; - Qjip7) = о. 
't",~=F, P~ Р, ~,1,~=F1 p~ 

(3.30) 
ТJрибаВIIМ левую часть (3.30) к выражению для Йh (3.29): 

Hh = ~ QiiPj [h ( P~) - h (P~) + h' ( P~) ( P~ - P~)] ~o. (3.31) 
i,j,ii=i Pi Р; , Pi Р; Pi . 

Посдеднее неравенство справедливо из-за выпуклости h - см. пе­
ранепство (3.4), которое для функции одного переменного MOj-КНО 
заllисать в виде 

(3.32) 

Если h" (Х) > О, то равенство в (3.32) достигается ТОЛЬRО при х1 = х2 • 
Заметим, что используемая в доказательстве эргодической тео­

ремы фУНКЦИЯ IIp - p*1I есть Hh(p) с h(x) = 'Х -11. 
Обилие функций Ляпунова может вызвать недоумение: какую 

же из них выбрать ДЛЯ исключения быстрых переменных? Следую­
щие соображения позволяют сузить класс функций, использование 
иоторых разумно с физической ТОЧRИ зрения. 

Пусть система состоит из невзаимодействующих статистичесн:и 
независимых частей, заданы значения макроскопических перемен­
пых М II требуется найти соответствующее квазиравновесное рас­
пределение вероятностей. Предположим далее, что макроскопиче­
Сfiие переменные аддитивны - их значения для системы есть сум­

мы значений соответствующих макроскопических переменных для 
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частей М == ~ M i
• Тогда естествеппо OiI-\идать, что ВОЗМОЖНО ОПII-

i 
сапие квазиравновесного распределения вероятностей «по частям». 
Именно: для I\аmдого зпачения маI{роскопичеСI{ИХ переменных си­
стемы М пайдутся такие значения макроскопических переменных 

частей М1 , М2 , ••• , что М == ~ M i
, а соответствующее М квазирав-

i 
llовеспое распределение вероятностей для всей системы есть про-
изведенпе соответствующих M i Rвазиравповесных распределений 
для частей (напомним, что части статисти:чеСRИ независимы). Это 
условие будет выполнепо, если преДПОЛОiI~ИТЬ, что функция Ляпу­
нова Н, условный минимум которой достигается на квазиравновес­
ном расп'ределен:ии, TaK~l\e аддитивна при объединении статистиче-

ски незаВIIСIIМЫХ частей: Н == ~ H i
. 

i 
Расс:м:отрим простейший случай. Пусть система состоит из 

·~C u l!! Е1 Е1 Е1 
двух частеи. остояния первои части ооозначим l' 2,· •• , n' 

.~ Е2 Е2 Е2 3 \ второи - l' 2' ••• ' т· адать состояние системы - значит ука-

зать состояния обеих частей, поэтому состояния системы - пары 

(Et, Е;). Вероятность обнаРУiI-\ения СIIстемы в состоянии (E~, Ej) 
обозначим Р'о. Распределения вероятностей частей суть p~ = ~ Ри, 

j 

р} == ~ Pij- Статистическая независимость частей означает, что Pij = 
i 

1 2 С u б = PiPj- кажем, что части не взаимодеиствуют, если для лю ого 't 

вероятность перехода за время 't из СО<jТОЯНIIЯ (E~, Ej) в состоя­
ние (E~, E~) есть произведепие вероятпостей переходов частей 

Е1 Е1 Е2 Е2 • из СОСТОЯНJIЯ i В k И ИЗ i В ..Jl· 

Р «Et. ЕП': (E~. Еn) = Р (Et-: E~) Р (E~ -: E~). (3.33) 

Для ноэффициентов qkl, ij перехода из (Et, Ej) в (El, E~) СООТ-
пошение (3.33) означает, что 

qAl. ij = q/ti + qlj. (3.34) 

Если чаСТII не взаимодействуют (3.34) и в начальный момент ста­
ТIIстичесни независимы (Pij (О) = p~ (О) pj (О)), то они будут неза­
висимы и в дальнейшем: Pij (t) == p~ (t) Р} (t), В частности, Р:; = 
=== p~ * p~*. Аддитивность маКРОСRоltической переменной М = ~ mijPij 

i,j 

означает, что mij = mi + ni,- тогда М = ~ miPt + ~ njpj. Аддитив-
i j 

IIOCTb функции Ляпунова Н должна иметь место для везависим:ых 
частей (Pij = ptpj): 

н ({p~pj}) = н1 (рl) + Н2 (р2). (3.35) 

Если 11, Ht, Н2 в (3.35) суть функции Hh(p) (3.28), соответству­
ющие одпой выпуклой функции h(x), то соотношение (3.35) можнu 

103 



рассматривать как функциональное уравнение на h. I-Ie вдаваясь 
в его IIсследовапие, YHaiI\eM здесь два решения: 

f. h == - ln х, Н h == -~ р: ln (Pi/ P~){Pi > О), Н h( tp~pj} ) = -~ р}* х 
i i,; 

xpj* ln(p~p1/p~*P1*)= - ~p~* ln(p~/p~*) ~p~* -~pj* ln (pj/p~*)x 
i j j 

x~p~* == Hh {pl) + Hh{p2
). 

i 

2. h == х ln х, Hh == ~Pi ln (Pi/P~), Hh ({р}р'}) == ~pt pj ln (p~p1/ 
i i,j 

I p~* P~*) == н h (pl) + Н h (р2). 
Функция Hh(p) с h = х ln х «лучше» тем, что ее можно доопре­

делить и тогда, когда некоторые Pi = о. Для этоrо заметим, что 
limxlnx=O, и продолжим h по непрерывност:и: h(O) =0. Функ-
X~O 

ция - Hh (Р) == - ~ Pi ln (PiIP:) играет особую роль в терм:одина­
i 

МИI{е - это ЭlIТРОПИЯ. Далее обозначим ее s. 
С точки зрепия физики выделенный нласс образуют цепи 

Маркова, удовлетворяющие ПРИНЦ!IПУ детального равновесия. Ста­
ционарное распределение вероятностей р* называется ТОЧJIi,ОЙ де­
тального равновесия, если в нем 

(3.36) 

Соотношение (3.36) можно интерпретировать так: стационарный 
поток из Е, в E i равен стационарному потоку из E i В Е;. Цепь Мар­
нова удовлетворяет nринциnу детального равновесия, если у нее 
существует стационарное распределение вероятностей р*, для ко­
торого справедливо (3.36). 

Пр:инцип детального равновесия (3.36) может рассматриваться 
на}, следствие инвариантности фундаментальных уравнений (Нью­
тона, Шредингера) относительно обращения движений - Т-инвари­
антности. Она имеет место в отсутствие магнитных полей. В нерав­
новеспой термодинамике это свойство фундаментальных уравнений 
называют МUJli,рообратu.мостъю - в противовес макроскопической не­
обраТИl\'IОСТИ. 

Для цепей Маркова, удовлетворяющих припципу детальноrо 
равновесия, производная по времени Hh приобретает особенпо про­
стой вид 

;1 1 ~ *(h,(Pi) ,(P;))(Pi P;)~o (3.37) 
El.h=-T ~ .Qi;Pj * -h -. --.-~ ~ · i,J,i=F1 Pi Pi Pi Р, 

Последнее перавенство следует из монотонности h': h'(x~) - h'(y) 
имеет тот же знак, что и х - у. При получении (3.37) использована 

о • о о 
симметричность матрицы Qi; = QiiP; : Qij = qji В силу принципа де-

тального равновесия {3.36). 
Пусть для цепи Маркова со счетным пространством состояний 

-существует такое стационарное распределение вероятностей р*, что 
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Р: > О, II для любого начального распределения р(О) со временем 
p(t) ~ р* при t ~ 00. Обобщить основпые формулы раздела на этот 
случай очень легко - они просто не меННIОТСЯ. 

Для непрерывного пространства состояний в аналогичных пред­
положениях иногда МОЖНО получить обобщение заменой суммиро­
вания интегрированием. Пусть задано пространство состояний Е, 
стационарное распределение - безатомная мера Г*, все интересу­
ющие нас распределения абсолютно непрерывны отпосительно Г*, 
а изменение со временем плотности вероятностей р относительно 
меры Г* описывается уравнением 

р (х) = J (Q (х, у) р (у) - Q (у, х) р (х» dr* (у) (Q (х, у) ~ о). (3.38) 
Е 

Это уравнение - аналог (3.23), полученный заменой суммирования 
интегриропапием. 

Будем предполагать, что все выписываемые интегралы сходят­
ся и l\IОЖlIО пере ходить от двойных интегралов к повторным. Запи­
шем условие стационарпости Г* - аналог (3.24): 

\ (Q (х, у) - Q (у, х» dr* (у) = о. (3.39) 
Е 

IIспользуя (3.39), мол,но перейти к уравнениям в форме (3.25): 

р (х) = 5 Q (х, у) (р (у) - р (х» df* (у). (3.40) 
Е 

По выпуклой функции одного переменного h построим функци-

опал Ляпупова для (3.38), (3.40): H h (р) = J h (р (х» df* (х), 
Е 

Hh= J J Q (х, y)[h' (р (х» (р (у) - р (х» + h (р (х»-
ЕхЕ 

- h (р (у»] dr* (х) dr* (у). (3.41) 

Для систем, удовлетворяющих принципу детального равновесия, 
Q(x, у) = Q(y, Х), и можно записать: 

iI h = - {- S S Q (х, у) [h' (р (х» - h' (р (у»] (р (х) -
ЕХЕ 

- Р (у» dr* (х) dr* (у). (3.42) 

Не будем далее дублировать формулы для конечпых цепей 
Маркова ИХ аналогами для бесконечных пространств состояний­
там, где ВОЗМОrRНО, сделать это нетрудно. 

3.3. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ СРЕДНИХ 3НА ЧЕНИй И ФЛУКТУАЦИИ 

Суммируем основные обозначения и предположения. 
{E t , ••• • , Еn} - пространство СОСТОЯНИЙ конечной цепи Маркова, 
Pi (Z = 1, ... , n) - вероятность обнаружить систему в состоянии Ei , 
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р - вектор с компонентами pi, Pi ~ О, ~ Р i = 1, 
i 

P ij( т;) - вероятность перехода из Е; в E i за время '1', 

Р( т;) - матрица переходных вероятностей P ij ( т;), 
Q = dP( L)/dLI-r=о - матрица переходных коэффициентов цепи, 

qij = dPij(t)/dtl-r=о, ~ qij = О, qij ~ О при i '* j, 
i 

Р* - стационарное распределение вероятностей, Р: > о, Qp* = О, 
h(x) - гладкая выпуклая функция одного переменного х Е (О, (0), 

h" (х) > О, 
~ = h'(x) - переменпая, сопряа~еНIIая х, 
g(s) = sx(~) - h(x(~» - преобразование Лежандра h, x(s) = g'(s), 
H h (Р) === ~ Pi h (Pi/ Р;) - функция Ляпунова ДЛЯ цепи Маркова, 

i 

I-tРi == aHh (P)/api --= h' (Pi/P:), Pi === p:g' (~Lpi)' 
G (l-tp) = ~ Р: g (~Pi) - преобразование Лежандра Н h (Р), 

i 

S (р) == - ~ Pi ln (Pi/ Р:) --= - н x]nx (р) - энтропия, 
i 

10, 11, ... , Ik - фУНRЦИИ на множестве {Е1 , а •• , Еn}, /0 == 1, 
Мо , M t , ••• , Mk - средние значеНIIЯ: M i === ~ fi (Ej ) Pj, Мо = 1, 

i 
М(р) - вектор с компонентами M t , ••• , Mk , М* = М(р*), 
р*(М, Мо ) - квазираВIIовесное распределение, являющееся решением 

задачи Hh(p) -+ min, Mi(p) = M i (i = 1, ... , k), ~ Р; = Мо , 
j 

!lh(M, мо ) = Hh(p*(M, Мо » - функция условного минимума, 
Gh (f.!M, ""'0) - ее преобразование Лел,андра, 
f.!Mi = дН(М, Mo)/aM i , ""'~! - вектор с компонентами !ll\fi (i = 1, ... , k), 
J.lo = дН(М, Мо)/дМо , 
еслп h(x)=-lnx, то ~=-1/x, x=-1/~, g(~)=-ln(-~)-1, ~E 

Е (-00, О), 
если h(x)=xlnx, то ~=lnx+1, x=g'(~)=g(~)=exp(~-1), ~E 

Е (-00, 00). 
Предполагается, что граф переходов рассматриваемой цепи 

ориентированно связен, фУПRЦИИ /0, /1' ... , /k линейно независимы 
и эnолюцию средних значений М1 , ••• , Mk моа\но описать, основы­
ваясь на гипотезе кваЗllравновесия. Последнее означает, что в инте­
ресующей нас области начальных условий распределение вероятно­
стей быстро релаксирует I{ своему квазиравновесному значению 
р*(М, Мо ), после чего с хорошей точностью остается квазиравновес­
ным. Распределение р*(М, МО ) ищется как точка условного миниму-

\1а !fJt(p) при ограничениях Mi(p) = M i (i = 1, ... , k), ~ pj==Mo{ =1). 
j 

Перем:енные Мо, f.lo введены из соображений удобства. Получае­
мые с их участием формулы проще. Тождество МО == 1 можно учесть 
па последних этапах для вывода уравнения, связывающего ""'0 и !lM. 

ДЛЯ применения формализма из разд. 3.1 удобно сначала вы-
разить правые части исходных уравнений через f.!pi = h' (Pi!p7). 
с этого и начнем, выбрав в качестве отправного пункта уравнения 
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в форме (3.25): Pi l p~ == с' (l!Pi)' 

Pi = ~ QiiP} {g' (~pj) - g' (I!Pi»· 
.1,;*i 

(3.43) 

Вместе с неRОТОРЫМИ формулами будем выписывать их варианты 
для случаев h=-lnx и h=xlnx: 
если h = -ln х, то 

если h = х ln х, то 

Pi = ~ QiiP; (- 1/l!pj + 1/l!Pi)' 
;,;=Fi 

Pi == ~ QiiP; (ехр (l!pj - 1) - ехр (f.1Pi - 1». 
i,;.:ri 

(3.43') 

(3.43") 

в ТОЧRе условного минимума р*(М, Мо ) переменные f.lPi МОil~НО 
выразить через JlMi (см. (3.7»: 

11. 

l!Pi = l!o + ~ l!Mjfj (Ei )· 
;=1 

Отсюда получаем основные уравнения для средних значений: 

(3.44) 

Afj = ~ /; (Ei ) Pi = . ~ /; (Ei ) QilP7 [g, ( f10 + ~ f1Mrfr (Е,)) -
~ ~,l,~*l \ r=1 I 

- g' (f10 + r±l f1Mr/r (Ei ) ) J. (3.45.) 

Можно найти еще явное выражение р*(М, Мо ), М, МО через f.lM, Jlo 
и фУНRЦИЮ Gh(JlM, Jlo) - преобразование Лежандра функции услов­
ного минимума Hh(M, Мо) - см. (3.8)-(3.10): 

Р: (М, МО) = Р: g' (f1Pi (f1M, f1o» = p~ g' ( f10 + ~ f1Mjfj (Ei ) ). (3.46) 
,1-1 t 

Если h = -ln х, то 

p~ (М, мо) = - p~ (f10 + ~ f1Mj/j (Ei»)-l, (3.46') 
.1=1 

если h = х ln х, то 

(3.46") 

в последнем случае логарифм вероятности Р: (М, МО) есть линейная 
функция «потенциалов» J..to, f.lИj. В общем случае для средних зна­
чеппй получаем 

МО = ~ p~ (М, МО) = ~ p~g' (f10 + ~ f1Mjfj (Ei ») = 1, 
~ ~ .1=1 k ' (3.47) 

М; = ~ ti (Ei ) Р; (М, мо) == ~ ti (Ei) g' (l!O + ~ JLMrfr (Ei»). 
~ i r~1 
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(3.47') 

если h =xlnx, то 

Мо === ехр (1-10 - 1) ~ р; ехр ~ ~Mrfr (E i», 
i r 

М; = ехр (f.!o - 1) ~ /; (Ед р7 exp~, llAlr!r (Ei )· 
(3.47") 

i r 

Если h = х ln х, то с помощью условия МО = 1 выразим явпо J..to 
через fJ,M (СМ. (3.47")): если h = х ln х, то 

(3.48) 

Найдем значение функции условного мипимума Hh(M, Мо ) при за­
данных J,to, J,tи (3.9): 

H h === ~p~h(p~(M, 1\tlo)/p:) = ~P~h(g' (f!o + ~ f!M;!j(E i»)). 
~ ~ \ э==1 

(3.49) 

Преобразование Леiнандра Gh(f.!M, !lo) фУНКЦIIИ условного минимума 
H'L(M, Мо ) по всему набору переменных М, Мо есть (см. 3.10» 

Gh (f!M, f!o) = Gh (f!p (f!M, f!o}} = ~ р7 g ( f!o + ~ f!Mj!j (Ei »). (3.50) 
~ \ ,==1 

Если h = -ln х, то 

Gh (f.!M, ~o) == - ~ р; ln (- f.!o - ~ f!Mi!j (Ед '1 - 1. (3.50') ~ 1=1) 
Особенно просто функция Gh(!lM, !lo) выглядит при h=xlnx. В этом 
случае g' = g и G'L(!lM, J!o) = Мо : 

k 

Gh (f.!M, f.!o) === ехр (llo - 1) ~ р; ехр ~ llMj!j (E i ) ~ МО• (3.5011) 
i ;=1 

Уравнения (3.43), (3.45) и соотношения (3.44), (3.46), (3.50) яв­
ляются основным:и в излагаемом формализме. Дальнейшие упроще­
ния формул могут быть получены для нонкретных h. Сильнее всего 
в явном аналитичеСRОМ виде MOiHHO продвинуться для h(x) = х2 • 
Предлагаем читателю сделать это самостоятельно и, в частности, 
получить выражения !lM через М. Если h = х2 , то уравнения ДЛЯ 
средпих (3.45) линейны. 

Далее в этом разделе рассматривается только случай h = х ln х. 
Он наиболее важен, так как обычно предполагается, что феномено­
логическая неравновесная энтропия S с точностью до постоянного 
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МНОiнителя есть значение энтропии - ~ Pi ln (Pi/ Р;) на квазирав­
i 

IIoBecHoM распределеНIIИ. 
Выше Y1I,e отмечались упрощения общих формул, возможные 

прп h = х ln х. Именно, используя условие Мо = 1, можно в явном 
Биде выразить ""'0 через J,tl\-l (3.47). Кроме того, преобразование Ле­
л-\апдра фУНRЦИИ условного минимума Hh{M, мо ) по совокупности 
перемеНIIЫХ М, Мо совпадает с функцией Мо{"",м, ""'0) (3.50). Для 
дальнейших упрощений введем следующую функцию. Феnомеnо.ло-
.гичес1'tоЙ неравновесной энтропией 8(М) назовем функцию перемен­
IIЫХ М1 , ••• , M k , равную зпачению энтропии S(p) для квазиравно­
веспого раС!Iределепия (3.46), соответствующего данному набору 
'Значений М1 , ••• , Mk И Мо = 1. Подчерннем, что феноменологичесная 
энтропия рассматривается как функция переменных МН ••• , Mk , 

а не М, МО • Производные aS/aMi = -""'Mi. Обозначим (t) преобразова­
иие Лежандра функции -8 по набору переменных M i (i = 1, ... , k): 

k \ 

ffi (~tM) = ~ f.tMiMi (f.1M) + s (М (~M)). (3.51) 
i=1 

Пользуясь приведенными выше формулами, можно найти явное вы­
ра1I\епие для ffi (""'м): 

ffi (fJ,Af) =--:: 1 + ln (~p~ ехр ~. fLMj!j (Ei )) ==-= 1 - f.to. (3.52) 
t 1=.1 

Выразим квазиравновесное распределение вероятностей через фено­
менологическую энтропию и ее производные: 

Р: (М) = Р: ехр [ - (U (fLM) + ftl fLMj!j (Ej) 1 = Р: ехр [- s (М) + 

+ (М, 'v MS (М)) + i~!i (Ei ) aS (M)/aMi]. (3.53) 

Rаждому состоянию E i сопоставим распределение вероятностей 
p(Ei ): pj(Ei ) = б ij• Это распределение соответствует тому случаю, 
Rогда система достоверно находится в состоянии E i : Pi(Ei ) = 1, 
pj(Ei ) = О при j =1= i. Можно назвать распределение p(Ei ) чuсты,M 
состоянuем. Для него Mr(p(Ei ) = !r(Ej ). Энтропия чистого состояния 
есть S (р (Ei ) == ln р:, р: == ехр S (р (E i )). Чистые состояния явля-
ются вершинами стандартного симплекса в Rn (Pi>O' ~ Рi= 1). 
Отождествляя E i и соответствующее чистое состояние p(Ei ), обозна-
чим Mr(Ei ) = !r(Ei ), S (Ei ) == ln р: и запишем 

р; (М) == ехр [- ю (~M) + S (E i ) + (f.tM' М (Ei ))] = 

= ехр [8 (Ei ) - S (М) + (М - М (Ei ), \l MS (М))]. (3.54) 

Эта формула выражает Rвазиравновесную вероятность обнаружить 
систему в состоянии E i при данпом значении макроскопических пе-
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ременных М через М, В{М), IlM = - V MS(M), энтропию S{Ei ) состоя­
ния Ei И значения М в этом чистом состоянии. Если М = М* = 
= М(р*) - равновесие, то при выбранной нормировке энтропии 
(h = х ln х) будет S(M*) = О, а f.LM = О, поскольку М* - точна l\laK­

симума энтропии. 

Обычно выбирают другую нормировку энтропии, соответствую­
щую, например, h = kx{ln х - 1). При такой замене квазиравновес­
ное распределение, естественно, не меняется, по его выра1непие 

через S становится другим. Обозначим: 8° энтропию -ил для h = 
== х lnx, а S = -Hh для h = kx(lnx + а). Тогда J.1Mi = -kаsо/амi, S = 
= k8°·+ ka, 8° = (S - ka)/k, S(M*) = ka и формула (3.54) ПРИНIIмает 
вид 

p~ (М) = ехр ([- ю (~M) + S (Ei ) + (~M, lJ!I (Ei))]/k) = 

= ехр ([8 (Ei ) - S (1tf) + (М - М (E i ), \] MS (M))]/k), (3.54') 

где Ю(f.LМ) = (f.LM, М) + S(M(f.LM)). 
Часто представляет интерес не ТОЛЬRО эволюция средпего зна­

чения, но и поведение при этом среднего квадратичного уклонения 

И, шире, высших моментов - математичеСRИХ ОII~идапий 

М (/z ••..• Iz ) = ~ Pitz (Ei ) Iz (E i )· ... • Iz (E i )· 
1 r . 1 2 r 

t 

ВОЗМОiI~НЫ два подхода. Если есть основания полагать, что не­
которые из М (/l1 · ... · flr ) так ,не" }\ак и средние значения Mji = Mi , 

меняются сравнительно медленно и не становятся быстро функциями 
средних, то это означает неполноту списка макроскопичес}\их пере­

менных, и ничего другого не остается, нроме KaI{ ВI\ЛЮЧИТЬ произве­

дения Il
1 

• • • • • fl r В список функций, динамику средних значений кото-

рых МЫ хотим изучать, увеличить cOOTBeTCTBeIIHo спи сон медленных 

перемепных и воспользоваться уравнениями (3.45) или их аналога~IИ. 
Если же мы полагаем, что средние значения функций fi С хорошей 
точностью опредеЛЯIОТ и значения ВЫСIПИХ момептов, то МОfJ\ПО 

оставаться в рамках гипотезы Rвазиравновесия со списком медлен­

ных перемепвых M i и получпть M(fl
1

• ••• • fzr)}\a}\ функцию М. Этим 
мы сейчас и займемся. 

Пусть, RaK и прежде, S = -Hh , h = х ln х. Удобнее всего выра­
зить высшие моменты через М с помощью функции ехр ю: 

. а Т ехр (J) (f.1M) 
M(ll ... · · 1, ) = ехр (- 0)) д д · (3.55) 

1 r f.1MZ ••• f.L 1\1Z 
1 r 

Если выбрана другая нормировна энтропии S = - H h , h = kx{ln х + а), 
то формула (3.55) принимает вид 

-Т ( 00) аТ ехр (00 (I-1M)/k) 
М (fl ..... Ilr ) = k ехр - -k · а а • 

1 1-11\11 ••• I-1Ml 
1 r 

(3.55') 

Для математических ОiI~идапий М « IZ1 - М 11)· · · · · (! 11' - М [т») 
можно получить аналогичные формулы с помощью фУНRЦИИ (О. Дей-
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tCтвптельно, например, 

М (f~) === ехр (- ю) д2 ехр ro/a!-t~i == д2ю/д!-t~i + (дю/д~Мi)2, 
'отнуда М «!i - Mfi)2) = М (f~) - M~ = д2(J)/af.t~i" В общем случае 

М « tl
1 

- M z1 )! · · · · (flr - М lr)) == д
Т 

ro/aJll
1 

• • • a~lr· (3.56) 

Еслп выбрана нормировка энтропии S = -Hh , h = kx(ln х + а), то 
BlVleCTO (3.56) получаем 

M((fl
1

- M 11 )·.". ·(flr - M 1;)) == kr-lаr(J)/а~ll" .. af.tlr • (3.56') 

В форм'улах (3.55'), (3.56') функция Ю(J..LМ) - преобразование 
Леjl~андра - S., S - феIIоменологическая энтропия: S = -Hh (3.28), 
h = kx(ln х + а), f.1Mi = -ОS/ОМi, (J) = (f.1M, М) + s. Так, преобразова­
пие Лежандра -S(N, и, V) (2.34) по переменным N, и (V = const) 
~CTЬ 

(() = - и/т + ~ Nif.t~/T + s. (3.57) 
i 

'CYIHMa ~ N if.t~ есть свободная энтальпия - термодинамический по­
i 

тепцпал Гиббса - G = Н - TS, поэтому ro = PV/T. В формулы ю 
ВХОДIIТ как ФУНl\ЦИЯ потенциалов 

~'Mi = -аs/омi : J-tu = -1fT, f.t.1Vi === ll~/T. (3.58) 

и так, ПРИНИl\fая гипотезу квазиравновеси:я и понимая ее KaI\ 

«принцип» условного минимума функции Ляпунова Hh (3.28) (мак­
симума энтропии), мы получили формулы для квазиравновесного 
распределения (3.46), (3.54), уравнения эволюции средних значений 
(3.45), формулы для высших моментов (3.55), (3.56). 

В запись уравнений (3.45) входит, однако, слишком много ве­
личпн - если мы не знаем переходных коэффициентов qij исходного 
марковского процесс а, то разумно стремиться сrруппировать и пере­

обозначить все неизвестные параметры так, чтобы в уравнепия 
манрокинетики их входило как можно меньше и, с другой стороны, 
чтобы получилась удобная для качественного и численного анализа 
фор:ма уравнений. 

3 а м е ч а н и е о б о б о з н а ч е н и я х. С точки зрения излагае­
мого формализма в принятых В современной химической термодина­
мике обозначениях имеется некоторый разнобой. Именно: ХИl\fиче­
ские потенциалы определяются как -Т(ОS/аNi)u, v, сопряженная 
внутренней энергией переменпая, являющаяся аргумептом функций 
Массье и Планка, есть 1fT = (дS/дU)~,.т. v, а когда в н:ачестве аргу­
мента требуется «потенциал», сопряженный объему V, ИСПОЛЬЗУIОТ 
давление Р = T(OSlaV)N. U. МЫ будем всюду применять СОПРЯiI~еIIные 
переменные flMi = -(аSlОМi ) - знак выбран так, чтобы оп совпадал 
со знаком химического потенциала. 

Необходимо еще подчеркнуть, что энтропия выделена среди 
других макроскопических переменных. Все они, кроме энтропп:и, 
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являются линейными фУНКЦИЯМИ микроскопического распределения 
вероятностей. И еще: для их аддитивности при объединении различ­
ных частей требуется только отсутствие взаимодействия и HeBaiHHO 

отсутствие I\орреляций - статистическая независимость частей. Энт­
ропия всей системы, однако, при нарушении статистической незави­
симости частей MOiI\eT и не быть суммой их энтропий. 

3.4. ур АВНЕНИП МАКРОСКОПИЧЕСКОй ДИНАМИКИ 
И МЕТОД ЛОКАЛЬНОГО ПОТЕНЦИАЛА 

Дифференциальные уравнения используются ДЛЯ описания ди­
намики весьма различных макроскопических объектов: от хими­
ческих реакций до биологических ПОПУЛЯЦИЙ и экономических объ­
единений. В связи с разнородностью этих объектов случаи сходства 
уравнений производят большое впечатление. Так, встречаются ут­
верждения об универсальности закона действия масс: он-де описы­
вает и кинетику химичеСI\ИХ реакций, и динамику популяций, и еще 
многое другое. Известно, однако, что закон действия масс не универ­
сален даже в химии, где нередко встречаются пеидеальные системы. 

Потребность в едином формализме тем не менее ощущается. 
Здесь мы опишем уравнения макродипамики: в форме, предло­

женной л. и. Розоноэром. Начнем изложение с общего вида урав­
нений. Мотивы выбора такой формы записи будут ясны из дальней­
шего. 

Основные уравнения. Пусть U - выпуклая область в Rn, S(M) -
дважды непрерывно дифференцируемая функция М Е и, f.l = 

= - V MS(M), Jli = -аS/амi, V с: Rn - выпуклая область, в:ключаIО­
щая MHOiI\eCTBO значений Jl(M), О Е V, В области V Х V с R 2n задана 
дважды непрерывно дифференцируемая функция Ф(Х, У). Пара 
(S, ф) задает систему дифференциальных уравнений в И: 

Mi = [дФ(Х, y)/aYi - дФ(Х, y)/axi ] X=J1(M) , у=о, 

М = [v уф(Х, У) - v ХФ(Х, У)] X=J1(M), У=о. 
(3.59) 

Производные здесь берутся в точке Х = fl(M) = - v:ltIS, у = о. Функ­
ция S называется структурной функцией системы, I-1(M) - потенциа­
лом, Ф(Х, У) - кинетической функцией. 

Хотя основные преимущества формы (3.59) проявляются при 
некоторых условиях выпуклости, мы наложим их позднее, рассмат­

ривая сначала общий случай. Заметим, что пара (8, ф) по правым 
частям (3.59) определяется далеко не единственным: образом. Про­
стейшими ПРИЬiерами преобразований, не меняющих правых частей, 
являются: S' = S, Ф'(Х, у) = ф(Х, У) + ер(Х + У), ер - произвольная 
дважды непрерывно дифференцируемая функция с соответству­
ющей областью определения; 8'(М) = S(M) + (М, R), Ф'(Х, У) = 
=Ф(Х+R, У). 

Заметим, что правые части (3.59) можно переписать еще в сле­
дующем виде: 

(3.60) 
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Отсюда сразу вытеБает утвера,дение, составляющее основу метода­
локального потенциала - своеобразного вариационного принципа для 
уравнений макроскоп:ической динаМИI{И. Пусть Т> О, M(t) - глад­
кая функция t на отрезке [о, TJ. Построим по M(t) функцию ept(Z)­
локальный потенциал: 

ер t (Z) = Ф (Z, Jl (М ( t)) - Z) + (ilil ( t), Z). (3.61 ) 

Функция M(t) тогда и только тогда является решеппем (3.60), когда 
для Лlобого t Е [О,Т] среДII критических точек <pt(Z) есть точка 
Z = J.t(M(t»: 

[V zCPt(Z)]Z=Jl(M(t» = О (3.62) 

- еще одна форма записи (3.59). Если локальный потенциал CPt (Z) -
выпуклая функция, то это утверждение может слуn-\ить основой эф­
фективных вычислительных методов, использующих хорошо разра­
ботанные алгоритмы выпуклой оптимизации. В особенности это от­
носится к задаче поиска стационарного состояния. Точка М Е U 
является неподвижной для (3.59) тогда и только тогда, когда среди 
nрптичеСI{ИХ точек функции 

<Pst(Z) = Ф(Z, J.t(M) - Z) (3.63) 

есть точка Z = Jl(M) : [v z<pst (Z)] Z=J1(M) = о. 
Линейные законы сохранения. Если для любых Х, У Е V И до-­

статочно малых л вектор а Е Rn удовлетворяет условию 

Ф(Х + ла, У - ла) = Ф(Х, У), (3.64) 

то в силу (3.59) d(a, M)/dt = о. Чтобы проверить это, достаточно· 
продифференцировать по л равенство (3.64) в точке л = о. Если 
равенство (3.64) имеет место при достаточпо малых л, то ВВИДУ 
выпуклости V оно справедливо для Лlобого л тогда, когда обе его· 
части имеют смысл. 

Обозначим L' мнол-\ество векторов а, удовлетворяющих (3.64) 
для любых Х, У Е V И достаточно малых л, L" - ортогональное до­
полнение L' в Rn. 

Заметим, что условие Z = f.,t(M) в формулировке метода локаль­
ного потенциала можно ослабить - достаточно, чтобы критическая 
точка <"Pt(Z) лежала в J.t + L': гладкая функция M(t) на отрезке [о, Т] 
является решением (3.59) тогда II только тогда, когда для любого 
t Е [О, Т] среди критических точек локального потенциала CPt(Z) 
(3.61) найдется элемент f.,t(t) + L' . • .L\.налогично точка М является не­
ПОДВИi-ННОЙ для (3.59) тогда и только тогда, когда среди критических 
точек потенциала <pst (Z) (3.63) найдется Z Е J.t(M) + L'. 

Закон действия масс. Пусть задана схема превращений 

(3.65) 

Clai, ~si - неотрицательные числа, A i - символы, :каждому символу А. 
соответствует переменная Mi ~ о. По этой схеме можно записать 
спстему уравнений закона действия масс, если заданы константы 

113 



скорости ka : 

ПОЛОiI\ИМ S ~ - ~ iJlk (ln Mk, -1), 
k 

Ф (Х, У) = ~ ks ехр ~ (ashXk + ~SkYk). 
s k 

(3.66) 

(3.67) 

и уравнения (3.59) совпадают с (3.66). Таким образом, любые урав­
нения закона действия масс MOiKHO записать в виде (3.59). Если 
некоторые превращения схемы обратимы, то все равно удобно за­
писывать прямое и обратное превращения по отдельности. Заметим, 
что для закона действия масс функция Ф(Х, У) выпукла, а S(M) 
вогпута. 

Уравнении химической кинетики с кинетическим законом (2.43) 
для классических условий принимают вид (3.59), если положить: 
M i - количество вещества A i (= N i ), S = -с, где G - соответству­
ющая термодинамическая функция Ляпунова, f..ti = mi = дG/дNi -

безразмерные псевдопотенциалы, кинетическая функция Ф пред-

ставляется I<aK сумма по стадиям ~ Фs, 
s 

Фs (Х, У) = v (Х + У) <Рз (Х + У) [exp.f «(XSiXi + ~SiУд + 

+ ехр ~ (~SiXi + (Xsi Y i) l' (3.68) 

где V и СРа представлены нак фУНI\ЦИИ псевдопотенциалов т: 
V(m, const), СРа(m, const); V(X + У), CPs(X + У) - значения этих функ­
ций при т = Х + У. Здесь q)ункция Ф симметрична: Ф(Х, У) = 
= Ф(У, Х). 

Уравнения для цепи Маркова могут быть записаны апалогп:ч-

ным образом:. Пусть Mi = pi, S = -Н h == - ~ p:h (Pi/ р7), 
i 

(3.69) 

Тогда ~i=h'(Pi/P;), Pi = p7g' (~i)' 

аа: I = ~ QikPZg' (l1k) = ~ QikPk, 
k X=J.t,Y=o ;,;=i=k ;,;=т!:k 

:: I = ~ QkjP'j g' (l1j) = ~ Q"jPj, 
k X=J.t,Y=o ;,;=;6k ;,;:;Lk 
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и уравнения (3.59) при указанных S, Ф совнадают с уравпеlJJ:IЛМI1 
(3.23) ДЛЯ распределени:я вероятностей. Здесь мы использовали обо­
значения предыдущего раздела, g - преобразование Леа~апдра ФУПI-\­
ЦIIИ }~. Заметим, что и в этом случае функция Ф(Х, У) выпукла, 
а S(M) вогнута. 

Уравнения ДЛJl средних значений (3.45) таКiI~е допус[..:аюr за­
пись в форме (3.59). Полоа~им S(M) = -Нh(М), где Jlh(M) - СРУНRЦIlЯ 
условного МИНИМУl\fа. Определим RинеТIIческую функцию: 

Ф(Х, У) =. ~ .QijPjg(l-tо(Х + У) + ~ (Xrfr(Ej) + Уrfт(Ед»), 
1,},~~1 т==l 

(3.70}' 

где J..L = - V MS(M) (= J.A,M), J.A,O(f.,tM) - зависимость J.to от J.tl\[ в силу 
первоrо уравнения (3.47) (мо = 1), lJ,o(X + У) - значение ФУНКЦIIII 
J.tO(f,.tM) при J.tl\[ = Х + У. Вычисляя производные Ф, убеждаемся, что­
уравнения макроскопической динамики (3.59) с кинетичеСI{ОЙ функ­
цией Ф (3.69) совпадают с уравнениями (3.45), описывающими эво­
люцию средних значений. 

ФУНI\ЦИЯ S(M) = -Нh(М) снова вогнута, но функция ф(Х, У) 
(3.69)· уже не всегда выпукла: f.,tO(f.,tAf) может не быть выпуклой 
функцией. Тем не менее Ф(Х, У) (3.69) всегда выпукла на много­
образиях Х + у = const. Для уравнений химической кинетики с ки­
нетическим законом (2.43) функция Ф(Х, У) симметрична. В обlцем 
случае уравнений для средних значений это уже пе всегда таи, 
функция Ф(Х, У) (3.70) удовлетворяет только более слабому условию­
Ф(Х, О) = ф(О, Х). Это следствие стационарности р* - равенства 
(3.24). 

МИRрообратимость и неЛlIнейные соотношения Онсагера. Если 
~ * * выполнен принцип детального равновесия (3.36) QijPj = QjiPi, то' 

функция Ф(Х, У) (3.70) симметрична: 

Ф(Х, У) = Ф(У, Х). (3.71) 

Таким образом, если есть основания предполагать наличие минро­
обратимости и справедливость принципа детального равновесия для 
исходного микроописания, то уравнения макроскопической динамики 
всегда могут быть записаны в форме (3.59) с симметричной функ­
цией Ф (3.71). Условия симметричности (3.71) можно назвать н,е­
лuн,ейны,иu соотн,ошениями Онсагера. 

Условии вьmуклости. Исходя из подсказки, даваемой нам урав­
непиями для средних значений, далее предполагаем выполненными 
следующие условия. 

1. S(M) - вогнутая функция. 
2. S(M) строго вогнута, во втором приближении на любом линейном 
многообразии вида L 11 ,+ М: 

~ li (028 (M)/BM i 01Jfj ) lj > О 
i,j 

при l Е L" , 1 =1= О, М Е и. 

(3.72) 
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3. Функция ф(х, У) выпукла на любом линейном многообраЗlIИ, 
задаваемом условпем Х + у = const. 
4. Функция 

ВХУа(Л) = Ф(Х + ла, У - ла) (3.73) 

.строго выпукла во втором приБЛИiI~ении, если а Е L" : 8~Ya (л) > о 
(X,YeV, Х+ла, Y-лаеV, aeL", а+О). 

Система называется регулярной, если выполнены условия 1-4. 
Все описанные выше системы, кроме уравнений химической кинеТI1-
ки, регулярны всегда. Уравнения химической кинетики вдали от 
фазовых переходов обычно тоже регулярны. 

В пояснении нуждается только условие 4. Рассматривая кине­
тическую функцию уравнений для средних значений (3.70), убеж­
даемся, что для нее 8хуа(Л) есть сумма с положительными коэффи­
циентами функций вида g(a + ~л). Если а Ф. L', то не во всех сла­
гаемых ~ = о. Из строгой выпуклости g (g" (~) > О) получаем стро­
гую выпуклость 8ХУа (а е L" ). 

Термодинамическое поведение 11 сбалансированность. ВЫЧИСЛИ~I 
производную S В силу системы (3.59): 

. 
s (М) = (~, \l хф (Х, У) - \lуф (Х, Y))X=J.t,Y=o = 

d 
= d'Л Ф (л~, (1 - л) t-t)Л=l· (3.74) 

Таким образом, знак S определяется знаком производной функции 
8(л) = 80J1Ji (л) в точке л = 1. Если функция 8Сл) выпукла, то 8'( 1) ~ 
~ 8(1) - 8(0). Заметим, что 8(1) - 8(0) = ф(f,.t, О) - ф(О, f,.t). Итак, для 
выпуклых 8(л) достаточным условием возрастания S вдоль решений 
является неравенство 

Ф(Х, О) ~ ф(О, Х). (3.75) 

Будем говорить, что cucre.Ata сбалаnсuроваnnа, если 
Ф(Х, О) = ф(О, Х). (3.76) 

Мы уже видели, что RинетичеСRая функция (3.70), с помощью !{ОТО­
рой записываются уравнения для средних значений, этому равенству 
удовлетворяет. Пусть система регулярна и выполнено неравепство 
(3.75). В этом случае S = о только тогда, когда Ф(tJ., О) = ф(О, f,.t) и 
функция в(л) = 80J!J!(Л) постоянна на отрезке [О, 1], последнее­
ввиду выпуклости в(л). В силу регулярности функция 8хуа(Л) может 
не быть строго выпуклой только при а Е L'. Отсюда S(M) = О тогда 
и только тогда, когда ,...,(м) е L', т. е. является балансным вектором: 
Ф(Х + ЛJ,.t(м) , У) = ф(Х, У + t"Jl(M» в тех случаях, когда обе части 
равенства имеют смысл. В каждом ИIIвариантпом линейном много­
образии па множестве вида (МО + L" ) n и такая точка М, что Jl(M) е 
е L', единственна, если существует. Это точка максимума s. Ее 
единственность следует из строгой вогнутости S на линейных много­
образиях МО + L" (3.72). 

Во всех практически интересных случаях точка максимума S 
в (МО + L") n и существует. 
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Итак, для регулярных систем имеется три условия «термодина­
МИЧНОСТII» - существование функции Ляпунова, единственности и 
устойчивости равновесия. Перечислим эти условия в порядке усиле­
ния требований, предъявляемых к системе: Ф(Х, О) ~ ф(О, Х), 
Ф(Х, О) = ф(О, Х) и, наконец, Ф(Х, У) = Ф(У, Х). Ввиду имеющегося 
в определении S, Ф прои~вола Ф может исходно не удовлетворять 
ни одному из этих условий, хотя после преобразования для новой 
функции ф' какое-нибудь IIЗ них YjI~e будет выполнено. Выше ука­
зано два простейших преобразования, не изменяющих уравнений. 
Первое из них, 8' = S, Ф'(Х, У) = ф(Х, У) + ср(Х + У), сохраняет 
справедливость или песправедливость условий термодинамичности. 
Второе, 8'(М·) = 8(М) + (М, R), Ф'(Х, У) = Ф(Х + R, У), R = const, 
позволяет несколько обобщить их. Именно: пусть существует такой 
:вектор R, что функция Ф'(Х, У) = Ф(Х + R, У) определена на мно­
,"нестве tT

' Х V' и выполнено одно из следующих условий: 

Ф(Х + R, О) ~ Ф(R, Х), 

Ф(Х + R, О) = Ф(R, Х), 

Ф(Х + R, У) = Ф(У + R, Х). 

(3.77) 

(3.78) 

(3.79) 

Тогда для функции ф' (Х, У) = Ф(Х + R, У) выполнено одно из со­
ответствующих условий (3.75), (3.76), (3.71) и в предположении 
регулярности функция 8' = 8 + (М, R) убывает на решениях (3.59). 
Здесь V' = V - R - МIIол~ество значепий потенциала J..t' = V MS'(M). 
Предполагается, что первоначально функция Ф задана на более 
широком, чем V, мнол~естве - так, чтобы в (3.77)-(3.79) для любых 
Х, У Е V' правые и левые части имели смысл. Вообще, часто есте­
ственная область определения Ф(Х, У) - все R 2

n. 

Условие (3.71), (3.79) - следствие микрообратимости. Условие 
(3.76), (3.78) ДОЛiI\НО быть выполнено тогда, когда предполагается, 
что эргодическая цепь Маркова - в достаточной степени адекватная 
модель микроописания. Свое название условие сбалансированности 
унаследовало от комплексно сбалансированных систем химической 
Rинетики. В действительности его значение как I\-lакроскопичеСRОГО 
'Следствия общих свойств микроописания - марковости и эргодичпо­
сти - намного шире. Следующее условие (3.75), (3.77) достаточно 
для термодинамического поведения регулярной системы и является 
очевидным обобщением сбалансированности. 

у п р а Л\ н е 11 и е. Докажите, что из условия симметричности 
(3. 71) следует вещественность собственных чисел матрицы линейного 
приближения (3.59) в точке равновесия МО Е u. 

У к а з а н и е. Матрица линейного приближения самосопряжена 
относительно скалярного произведения в L' 

<а I Ь) = - ~ ai (B 2S/BMi BMj ) bj • 
i,j 

(3.80) 

3 а м е ч а н и е. В использовании метода локального потенциала 
наиболее существенны условия выпуклости. Регулярная систе?vlа не 
обязательно сбалансированна. В частности, все системы закона дей­
ствия масс регулярны. 
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3.5. ПРИМЕЧАНИН И БIIБЛИОГР АФИН 

Существует немало различных форм гипотезы о подстройке 
микроскопических переменных к макроскопическим. В некоторых 
случаях адекватной оказывается гипотеза локальпого равновесия­
предположение о точной равновесности распределений микропере­
менных в каждый момент времени в окрестности каждой точки 
пространства. В ее рамках, однако, невозможно описать уже вязкость­
и теплопроводность [1, с. 30]. Распределение, реализующее условный 
максимум энтропии, далеко не всегда является локально-равно­

весным. 

Детальной разработке гипотезы квазиравновесия с различением 
квазиравновесного и истинного пераВТIовеСIIОГО распределений посвя­
щены работы Д. Н. 3убарева [2J. В НIIХ IIСХОДIIЫМ пуuктом анаЛIlза 
является уравнение Лиувилля - классическое или квантовое, а спо­
соб использоваНIIЯ ансамблей максимальной энтропии несколько­
СЛОrннее ИЗЛОihепного в разд. 3.3. 

В своей классической работе [3] I-I. Н. Боголюбов отмечал су­
ществование аналогии меа\ду процедурой исключения микропере­
менных и методами усреднения, ПРИ1\fепяемыми в нелипейной :меха­
ПИI\е [4, 5]. С исключением быстрых переменных связано тат\же 
другое направление исследований, идущее от теоремы Тихонова и 
приближения квазистационарности [6, 7]. Аналогии здесь, однако,. 
пеполные - системы статистической фIJЗIIRII очень велики и воз­
МОrI\НОСТЬ макроскопического описания с этим связана. Бесконеч­
ные системы ипогда обладают свойствами, ноторых трудно ОfI\идать, 
основываясь на рассмотрении их конечных аналогов. Л рнпй ПРИ!\iер 
тому - эргодические свойства бесконечного идеального газа, изучен­
пые в работе К. Л. Волковысского И я. г. Синая [8] (см. также [9, 
гл. 9]). 

Манроскопическое описание возмол\но только при специальном 
внде начальных условий. Примером такого ограпичения, налагаемого 
на начальное состояние, является условие ослабления корреляций 
[3, (8.11)]. 

Обсуждение проблемы перехода к макроскопическому описанию 
см. также в монографиях [10-15]. 

Роль ансамблей максимальной энтропии для равновесной стати­
стической физики была ясна уже Гиббсу, но особенно подчеркнута 
она Е. Т. Джейнсом [16], см. также [17]. Наше изложение следует 
в основном работе л. И.Розоноэра [18]. 

Основным аппаратом главы является преобразование Лежандра 
и его использование для решения экстремальных задач с выпуклыми 

функциями и линейными ограничениями. Подробное изложение дано 
в [19]. Просто и яспо о теории преобразования Лежандра примени­
тельпо к задачам механики рассказано в книге [20] (приложеlIИЯ 
к химической термодинамике см. в [21]). 

Изложение теории марковских цепей в разд. 3.2 может оказаться 
недостаточно подробно для первого знаномства с ними. НеобхоДпм:ые 
пояснения можно найти в учебниках по теории вероятностей и слу-
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чайным процессам [22, 23]. Прекрасное введение в эту теорию дано 
в книге [24]. Что же касается марковских процессов с бесконечным 
пространством состояний, то единственная цель раздела - предло­
$I~nTb уравнения, аналогичные изучаемым для конечных цепей. Это 
не MO}I~eT СЛУil~ИТЬ даже введением в теорию таких процессов 

[25--27]. \ 
Эргодическая теорема для конечных цепей Маркова имеет неожи-

.данно прямое приложение в химической кинетике. Пусть механизм 
реакц:ии содержит только элементарные реакции вида ai8

A i s -+ ... ~ 
Т. е. у кагIiДОЙ элементарной реакции только одно исходное веще­
ство, правда, быть моя\ет, не в единственпом экземпляре, например 
2А 1 -+ А 2 , 2А 2 -+ А 1 + Аз. Прямая и обратная реакции рассматрива­
ются по отдельности, некоторые реакции могут быть инеобратимы. 
Пусть скорость Шг ~ О реаI{ЦИИ !XisAis--+- • •• , есть гладкая монотонная 
функция концентрации Ci

S 
обращающаяся в нуле в нуль, а в ос­

тальном -- произвольная. ПреДПОЛОil\ИМ также, что, существует одно 

балансное соотношение ~ aiN i = const с ПОЛОil\ительными коэф-
i 

фицпентами ai> О, и реакция идет при постоянном объеме. Запишем 
уравнения кинетики в переменных Xi = aici : dXi/dt := ~ 'VsiWs (Cis ) ai· 

s 
Нетрудпо проверить, что матрица qij = B(dxildt)/BXj обладает всеми 
-свойствами матрицы переходпых коэффициентов марковской цепи: 

qii ~ О, qi; ~ О при i =1= j, L qij = О для любого j. Поэтому если x 1(t), 
i 

.x2(t) - решения уравнения кинетики с одипаковым значением ба-

ланса ~ X~ = ~ Х1, то расстояние (3.26) между ними со временем 
i i 

IIe увеличивается, а если паЛОiI~ИТЬ дополнительные условия ориен-

тированной связности графа переходов п положитеJIЫIОСТИ производ-

ной dws/dCis> О при Cis > о, то IIx1(t) - x 2 (t)1I -+ О при t ~ 00. Здесь 

ПРII~lечательно, что наблюдается (квазитермодинамическое» поведе­
ние системы без каких-либо ограничений па копстанты, поэтому 
полученный результа.т может быть применен и к открытым систе­
Mal\I, например к системе промежуточных соединений на поверхно­
сти катализатора при постоянном неравновесном составе газа над 

поверхностью. Описанные механизмы реакций естественно назвать 
механизмами без взаимодействия. Rвазитермодинамические свойст­
ва таких механизмов впервые были отмечены в работах [28, 29], 
а существоваНJfе для них аналога функции Ляпунова и связь с 
эргодической теоремой - в [30]. 

Обобщение эргодической теоремы на конечные цепи Маркова 
с переходными коэффициентами, зависящими от времени, qчевид­
но - расстояние между любыми двумя решениями в метрике (3.26) 
будет монотонно стремиться к нулю, если предположить, что коэф­
фициенты qij ограничены п для ориентированно связного графа 
пере ходов отделены от нуля: qij(t) >!Х > о. Это даiке излишне силь­
ное предположение. Можно дать и более широкое обобщение эрго­
дической теоремы, отказываясь как от постоянства коэффициентов, 
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так и от формулы полной вероятпости - линейного баланса~' Pi = 1. 
i 

Приведем здесь формулировку этой теоремы. Ее доказательство из­
ЛОjI~ен() в приложении, следуя работе [31]. Оно основано на теории 
положительных матриц [32]. Пусть К - компактное множество ПОJlО­
jI~ительных n Х n-матриц 11 задана последовательпость k(m) Е К 
(т = 1, 2, .. J. ДЛЯ двух неотрицательных векторов Х, у Е Rn 
(Xi, Yi ~ О, i = 1, ... , n) рассмотрим последовательности хт = 
= k(m)xm- t , ут = k(m)yrn-t, хО = х, уО = у. 

Т е о р е м а З.2. ДЛЯ любого е > О существует та-,;ое натураль­
ное m(е), что для любой nоследовательностu k(m) Е К и nроивволь­
HЬ~X н,еотрuцательнь~х ве-,;торов х, у Е Rn (Х, у =f=. О) 

< Е при т > т (Е). (З.81) 

Конструкция функций Ляпунова Hh , используемых дЛЯ ИСRЛЮ­
чен:ия микроскопических переменных, заимствоваП!1 из работы [33] 
(см. также [34, 351). МаРКОВСl\ие цепи как модель статистической 
физики использовались уже в работе Эренфестов [36]. Там }не были 
отчетливо определены грубые функции распределения. Именно для­
грубой функции распределения ВОЗМОj-НПО марковское описание 
(3.20), (3.25), (3.38), (3.40). ДальпеЙlпее развитие идеи грубого опи­
сания дано в ряде работ [10-14, 37J. 

Вопрос о выделеПIIОСТИ эптропип среди других мер пеопреде­
ленности исследован в теории информации весьма подробно [38-40]. 

Раздел 3.4 осповап на статье [ 18] и последующих работах 
В. Н. Орлова и Л. и. Розоноэра [41-44]. Метод ЛОI~ального потен­
циала в неравновесную термодинамику был введен и. ПРИГОiJ,ИПЫМ 
[45]. Для уравнения теплопроводности он детально разобран в книге­
[46]. Идея сбалансированности восходит к работам по комплексно 
сбалансированным ХIIмическим системам [47, 48]. 

Автор убежден, что лучший способ понять неравновесную тер­
модинамику вдали от фазовых переходов состоит в последовательном 
изучепии «термодинаМИI{И» конечных цепей Маркова, хотя у пури­
тански настроенного математика такой подход может вызвать недо­
верие. Тем не менее следует отметить, что все известные уравнения 
перавновесной термодинаl\'IИКИ и кинетики могут быть получены с 
помощью припципа условного максимума энтропии при дапных зна­

чениях макроскопических переменных. При таком подходе осповная 
сложность состоит в правильном выборе набора макроскопичеспих 
переменных. Так, для учета эффектов «памяти» в качестве набора 
:макроскопических переменных MOiHHO выбрать не M(t), а всю функ­
цИЮ М(1:) (1: ~ t) и искать условный максимум энтропии при задан­
ной зависимости М(1:) (1: ~ t) [2, 27.2]. Другой путь детализации 
макроскопического описания - включение в список макроскопиче­

сних перем:енных наряду с Mi их производных Mi , Mi , ••• и шире -
термодинамических потоков [49-51]. 

Мы изучали общпй вид уравнений l\I<1Rрокипетини. Детальпое 
излол\епие вывода из уравнения Больцмапа уравнепий :кинетики для 
КОIIкретпых физико-химических систем дано в книге [52]. 
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ГЛАВА 4 

БАЛАНСНЫЕ МНОГОГРАННИКII 

4.1. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 

Сформулпруем условия, :которые предполагаIОТСЯ выполненными 
на протяжении этоi'r 11 следующей rJlaB. 

l)ассматриваются ХII~lичеСКIIе реанции в заI\РЫТОЙ гомогенной 
системе при одном из нлассических условий: И, V = const; Н, Р = 
= const; Т, V = const; Т, Р = const. Условия предполагаются фикси-
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